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Obrazy i przeciwobrazy zbiorów

Niech f : X → Y oraz A ⊂ X i B ⊂ Y .

De�nicja−→
f (A) := {y ∈ Y : ∃x∈A f (x) = y}
−→
f −1(B) := {x ∈ X : ∃y∈B f (x) = y}



Wªasno±ci obrazu

Niech f : X → Y oraz A ⊂ X i B ⊂ X . Niech κ ∈ P(P(X )).

Fakt

−→
f (A ∪ B) =

−→
f (A) ∪

−→
f (B) (1)

−→
f (A ∩ B) ⊂

−→
f (A) ∩

−→
f (B) (2)

−→
f (A) \

−→
f (B) ⊂

−→
f (A \ B) (3)

−→
f (

⋃
κ) =

⋃
{
−→
f (A) : A ∈ κ} (4)

−→
f (

⋂
κ) ⊂

⋂
{
−→
f (A) : A ∈ κ} (5)



Wªasno±ci przeciwobrazu

Niech f : X → Y oraz A ⊂ Y i B ⊂ Y . Niech κ ∈ P(P(Y )).

Fakt

−→
f −1(A ∪ B) =

−→
f −1(A) ∪

−→
f −1(B) (6)

−→
f −1(A ∩ B) =

−→
f −1(A) ∩

−→
f −1(B) (7)

−→
f −1(

⋃
κ) =

⋃
{
−→
f −1(A) : A ∈ κ} (8)

−→
f −1(

⋂
κ) =

⋂
{
−→
f −1(A) : A ∈ κ} (9)



Monotoniczno±¢ obrazu i przeciwobrazu

Fakt

Niech f : X → Y . Funkcje−→
f : P(X ) → P(Y )
−→
f −1 : P(Y ) → P(X )
s¡ monotoniczne to znaczy takie »e,

x1 ⊂ x2 ⇒
−→
f (x1) ⊂

−→
f (x2) (10)

y1 ⊂ y2 ⇒
−→
f −1(y1) ⊂

−→
f −1(y2) (11)



Twierdzenie Knastera-Tarskiego

Bronisªaw Knaster Alfred Tarski
(Warszawa 1893- Wrocªaw 1980) (Warszawa 1901 - Berkeley 1983)

Twierdzenie Knastera - Tarskiego



Monotoniczno±¢

De�nicja

f : P(X ) → P(Y ) jest monotoniczna ze wzgl¦du na inkluzje gdy:

x ⊂ y ⇒ f (x) ⊂ f (y)

De�nicja

Zbiór x0 ⊂ X jest punktem staªym funkcji f : P(X ) → P(X ) gdy
f (x0) = x0.



Punkty staªe

De�nicja

Zbiór x0 ⊂ X jest najmniejszym punktem staªym funkcji
f : P(X ) → P(X ) gdy

1. f (x0) = x0

2. je»eli f (y) = y to x0 ⊂ y



Punkty staªe

De�nicja

Zbiór x0 ⊂ X jest najwi¦kszym punktem staªym funkcji
f : P(X ) → P(X ) gdy

1. f (x0) = x0

2. je»eli f (y) = y to y ⊂ x0



Twierdzenie Knastera - Tarskiego

Twierdzenie

[Knaster - Tarski] Ka»de monotoniczne odwzorowanie
f : P(X ) → P(X ) posiada najmniejszy i najwi¦kszy punkty staªe.



Rodziny skierowane

De�nicja

Rodzin¦ zbiorów α ∈ P(P(X )) nazywamy skierowan¡ gdy

∀A,B∈α ∃C∈α A ⊂ C i B ⊂ C



Funkcje ci¡gªe

De�nicja

Funkcje f : P(X ) → P(Y ) nazywamy ci¡gª¡ gdy
f (
⋃

α) =
⋃
{f (x) : x ∈ α} dla ka»dej rodziny skierowanej α.



Tw Knastera-Tarskiego dla ci¡gªych

Twierdzenie

Ka»da funkcja ci¡gªa f : P(X ) → P(X ) jest monotoniczna i jej
najmniejszy punkt staªy jest postaci

⋃
{f i(∅) : i ∈ N}.



Lemat Banacha

Stefan Banach
(Kraków 1892- Lwów 1945)



Lemat Banacha

Lemat

[ Banach] Niech f : X → Y oraz g : Y → X . Istnieje rozkªad
{A1,A2} zbioru X oraz rozkªad {B1,B2} zbioru Y takie »e:

1.
−→
f (A1) = B1

2. −→g (B2) = A2


