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7% Relacje réwnowaznosci

iom
Em=or

Definicja

Relacia R C X x X nazywamy relacja réwnowaznosci o polu X jezeli:
> zawiera relacje 1x (zwrotnos¢ R)

» R C R (symetria R)

» Ro R C R (przechodnios¢ R)



B Klasy rownowaznosci (abstrakgji)

Definicja
Niech R bedzie relacja réwnowaznosci o polu X. Klasa
réwnowaznosci elementu x € X jest zbior

Xlr =1y € X:(x,y) € R}
Definicja
Zbicr klas réwnowaznosci relacji R oznaczamy przez X /R.
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Klasy réwnowaznosci (abstrakgji)

Z moF

Twierdzenie
Niech R bedzie relacjg réwnowaznosci o polu X. Nastepujace
warunki s3 réwnowazne

L IxgNylr #0
2. [Xlr =lvlr
3. (x,y) €R



smnes  Przeciecie relacji réwnowaznosci

Twierdzenie
Niech k # () bedzie pewng rodzing relacji réwnowaznosci o tym
samym polu X. Mamy ze:

» [k jest relacja réwnowaznosci

> [Xlnx =MIX]r: R € K}



7 Przeciecie relacji réwnowaznosci

W szczegblnosci przeciecie wszystkich relacji réwnowaznosci o polu X

daje 1x. Jest ona najsilniejsza relacja réwnowaznosci. Najstabsza jest
X?.
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Rozktady zbioréw
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Definicja

Niech X # (. Rodzine r € P(P(X)) nazywamy rozktadem zbioru X
gdy

1. Yeer CH#D

2. Ur=X

3.(CernDernC#D)=CnD=1
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Rozktad - réwnowaznosé
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Lemat
Dla relacji réwnowaznosci R o polu X zbiér X /R jest rozktadem X.
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Rozktad - réwnowaznosé

Z moF

Definicja
Niech r bedzie rozktadem zbioru X. Definiujemy relacje R, C X x X
nastepujaco:

(x,y) € R wtwdce, x€ C N yeC

Lemat

Relacja R, jest:
1. réwnowaznoscig
2. X/R, =r
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Domykanie relacji

Z moF

Definicja

Niech o bedzie rodzing relacji o polu X, czyli niech o € P(P(X?))
Rodzina « jest zamknieta na przeciecia gdy

1. X2ca

2. jezeli) # o CatoNd €
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Domykanie relacji

Z moF

Definicja

Relacja S C X? jest domknieciem relacji R C X? w klasie relacji o
gdy:

I.RCS

2.5€a

3. jezeliRC T orazT eatoSCT
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omykanie relacji
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Fakt
Dombknigcie relacji (w dowolnej klasie) jezeli istnigje to jest jedyne.



B Domykanie relacji

Twierdzenie
Nastepujgce warunki sg réwnowazne:

1. Klasa relacji v jest domknieta na przeciecia.
2. Kazda relacja ma domkniecie w klasie relacji c.



7 Domykanie relacji

Przyktad
Domknieciem zwrotnym relacji R C X x X jest RU 1x .

Przyktad
Dombknieciem symetrycznym relacji R C X x X jest RUR™!.

Przyktad

Domknieciem przechodnim relacji R C X x X jest
R*=J{R":i>0}.
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Funkcje

Z moF

Definicja

Niech f C X x Y. Relacje f C X X Y nazywamy funkcja gdy
1. Viex Jyey (x,y)ef

2. jezeli (x,y) € f oraz (x,y') € f toy =y’



wre Oznaczenia:

Definicja
» Jezeli f C X x Y jest funkcja to oznaczamy to przezf : X — Y.
> YX={f C X x Y :f jest funkcja}.

» Jezeli f : X — Y oraz x € X to przez f(x) oznaczamy jedyny
element y € Y taki ze (x,y) € f.
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Wtasnosci funkgji
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Lemat

Ztozenie funkcji jest funkcja.

Lemat

Jezelif : X — Y orazg: Y — Z to g(f(x)) = (g o f)(x).

Lemat

Niechf : X — Y orazg: X = Y.
f =g wtw Veex f(x)=g(x).
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Iniekcja

Z moF

Definicja
Funkcje f : X — Y nazywamy iniekcja gdy f(x1) = f(x2) implikuje
Ze X3 = Xo.



e surjekcja

Definicja

Funkcje f : X — Y nazywamy surjekcja gdy Vyey Fxex y = f(x).
Definicja

Funkcje f : X — Y nazywamy bijekcja gdy jest jednoczesnie iniekcja
i surjekcja.
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Sktadanie

Z moF

Lemat
Ztozenie iniekcji jest iniekcja. Ztozenie surjekcji jest surjekcja.
Ztozenie bijekcji jest bijekcja.



B Odwracanie funkcji

Lemat

Jezeli f : X — Y jest bijekcja to
1. f 1 C Y x X jest funkgja.
2. f~1 jest bijekcja.

3. foft=1y.

4. flof =1y.



7 Faktoryzacja

Lemat
[o tfaktoryzacji] Niech f : X — Y. Istnieje taki zbiér Z i funkcje
g: X —Zorazh:Z —Y takie ze:

1. g jest surjekcja.
2. h jest iniekcja.
3.f=hog
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Produkt uogélniony

Z moF

Definicja

Dla zbioru X produktem PX nazywamy zbidr

(fe (UX)X Veex f(x) € x}
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Produkt

Z moF

Fakt
Dla zbioréw X1 # X, istnieje naturalna bijekcja pomiedzy iloczynem
Kartezjariskim X1 X X a produktem P{Xy, X5}
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Rodzina indeksowana i produkt tej rodziny

pt

fom
L jalus

Rodzina indeksowana

Rodzing indeksowang {A;}te7 nazywamy funkcje B: T — A.
Stosujemy zapis Ay = A(t).

Produktem MM;c7A; rodziny indeksowanej {A;};c T nazywamy zbidr

funkgji

{F: T J{A:te T} Veer £(t) € A}



