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Relacje równowa»no±ci

De�nicja

Relacja R ⊂ X ×X nazywamy relacj¡ równowa»no±ci o polu X je»eli:

▶ zawiera relacje 1X (zwrotno±¢ R)

▶ R−1 ⊂ R (symetria R)

▶ R ◦ R ⊂ R (przechodnio±¢ R)



Klasy równowa»no±ci (abstrakcji)

De�nicja

Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci o polu X . Klas¡
równowa»no±ci elementu x ∈ X jest zbiór
[x ]R := {y ∈ X : (x , y) ∈ R}

De�nicja

Zbiór klas równowa»no±ci relacji R oznaczamy przez X/R .



Klasy równowa»no±ci (abstrakcji)

Twierdzenie

Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci o polu X . Nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne

1. [x ]R ∩ [y ]R ̸= ∅
2. [x ]R = [y ]R

3. (x , y) ∈ R



Przeci¦cie relacji równowa»no±ci

Twierdzenie

Niech κ ̸= ∅ b¦dzie pewn¡ rodzin¡ relacji równowa»no±ci o tym
samym polu X . Mamy »e:

▶
⋂

κ jest relacj¡ równowa»no±ci

▶ [x ]⋂κ =
⋂
{[x ]R : R ∈ κ}



Przeci¦cie relacji równowa»no±ci

W szczególno±ci przeci¦cie wszystkich relacji równowa»no±ci o polu X
daje 1X . Jest ona najsilniejsz¡ relacj¡ równowa»no±ci. Najsªabsz¡ jest
X 2.



Rozkªady zbiorów

De�nicja

Niech X ̸= ∅. Rodzin¦ r ∈ P(P(X )) nazywamy rozkªadem zbioru X
gdy

1. ∀C∈r C ̸= ∅
2.

⋃
r = X

3. (C ∈ r ∧ D ∈ r ∧ C ̸= D) ⇒ C ∩ D = ∅



Rozkªad - równowa»no±¢

Lemat

Dla relacji równowa»no±ci R o polu X zbiór X/R jest rozkªadem X .



Rozkªad - równowa»no±¢

De�nicja

Niech r b¦dzie rozkªadem zbioru X . De�niujemy relacje Rr ⊂ X × X
nast¦puj¡co:

(x , y) ∈ Rr wtw ∃C∈r x ∈ C ∧ y ∈ C

Lemat

Relacja Rr jest:

1. równowa»no±ci¡

2. X/Rr = r



Domykanie relacji

De�nicja

Niech α b¦dzie rodzin¡ relacji o polu X , czyli niech α ∈ P(P(X 2))
Rodzina α jest zamkni¦ta na przeci¦cia gdy

1. X 2 ∈ α

2. je»eli ∅ ≠ α′ ⊂ α to
⋂
α′ ∈ α



Domykanie relacji

De�nicja

Relacja S ⊂ X 2 jest domkni¦ciem relacji R ⊂ X 2 w klasie relacji α
gdy:

1. R ⊂ S

2. S ∈ α

3. je»eli R ⊂ T oraz T ∈ α to S ⊂ T



Domykanie relacji

Fakt

Domkni¦cie relacji (w dowolnej klasie) je»eli istnieje to jest jedyne.



Domykanie relacji

Twierdzenie

Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1. Klasa relacji α jest domkni¦ta na przeci¦cia.

2. Ka»da relacja ma domkni¦cie w klasie relacji α.



Domykanie relacji

Przykªad

Domkni¦ciem zwrotnym relacji R ⊂ X × X jest R ∪ 1X .

Przykªad

Domkni¦ciem symetrycznym relacji R ⊂ X × X jest R ∪ R−1.

Przykªad

Domkni¦ciem przechodnim relacji R ⊂ X × X jest
R∗ =

⋃
{R i : i > 0} .



Funkcje

De�nicja

Niech f ⊂ X × Y . Relacj¦ f ⊂ X × Y nazywamy funkcj¡ gdy

1. ∀x∈X ∃y∈Y (x , y) ∈ f

2. je»eli (x , y) ∈ f oraz (x , y ′) ∈ f to y = y ′.



Oznaczenia:

De�nicja

▶ Je»eli f ⊂ X ×Y jest funkcj¡ to oznaczamy to przez f : X → Y .

▶ Y X = {f ⊂ X × Y : f jest funkcj¡}.
▶ Je»eli f : X → Y oraz x ∈ X to przez f (x) oznaczamy jedyny

element y ∈ Y taki »e (x , y) ∈ f .



Wªasno±ci funkcji

Lemat

Zªo»enie funkcji jest funkcj¡.

Lemat

Je»eli f : X → Y oraz g : Y → Z to g(f (x)) = (g ◦ f )(x).

Lemat

Niech f : X → Y oraz g : X → Y .
f = g wtw ∀x∈X f (x) = g(x).



Iniekcja

De�nicja

Funkcje f : X → Y nazywamy iniekcj¡ gdy f (x1) = f (x2) implikuje
»e x1 = x2.



surjekcja

De�nicja

Funkcje f : X → Y nazywamy surjekcj¡ gdy ∀y∈Y ∃x∈X y = f (x).

De�nicja

Funkcje f : X → Y nazywamy bijekcj¡ gdy jest jednocze±nie iniekcj¡
i surjekcj¡.



Skªadanie

Lemat

Zªo»enie iniekcji jest iniekcj¡. Zªo»enie surjekcji jest surjekcj¡.
Zªo»enie bijekcji jest bijekcj¡.



Odwracanie funkcji

Lemat

Je»eli f : X → Y jest bijekcj¡ to

1. f −1 ⊂ Y × X jest funkcj¡.

2. f −1 jest bijekcj¡.

3. f ◦ f −1 = 1Y .

4. f −1 ◦ f = 1X .



Faktoryzacja

Lemat

[o faktoryzacji] Niech f : X → Y . Istnieje taki zbiór Z i funkcje
g : X → Z oraz h : Z → Y takie »e:

1. g jest surjekcj¡.

2. h jest iniekcj¡.

3. f = h ◦ g



Produkt uogólniony

De�nicja

Dla zbioru X produktem PX nazywamy zbiór

{f ∈
(⋃

X
)X

: ∀x∈X f (x) ∈ x}



Produkt

Fakt

Dla zbiorów X1 ̸= X2 istnieje naturalna bijekcja pomi¦dzy iloczynem
Kartezja«skim X1 × X2 a produktem P{X1,X2}.



Rodzina indeksowana i produkt tej rodziny

Rodzina indeksowana

Rodzin¡ indeksowan¡ {At}t∈T nazywamy funkcj¦ B : T → A.
Stosujemy zapis At = A(t).
Produktem Πt∈TAt rodziny indeksowanej {At}t∈T nazywamy zbiór
funkcji

{f : T →
⋃

{At : t ∈ T} : ∀t∈T f (t) ∈ At}


