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De�niowanie przez schemat

De�niowanie przez schemat

∀x1∀x2 . . . ∀xn∃z∀p (p ∈ z ⇔ φ)

φ jest formuª¡ w której zmienna z nie wyst¦puje (lub nie

wyst¦puje w sposób wolny). Jedynymi zmiennymi wolnymi

w φ s¡ x1, . . . , xn oraz p. Wtedy zawsze dla ustalonych

x1, . . . , xn de�niowany zbiór z jest wyznaczony w sposób

jednoznaczny. Formuªa φ jest de�nicj¡ zbioru z .



Aksjomat zbioru pot¦gowego

AKSJOMAT

∀x∃z∀p (p ∈ z ⇔ p ⊂ x)

Pot¦ga zbioru x jest jedyna i oznaczamy j¡ przez P(x). Na

pot¦g¦ zbioru x równie» u»ywana jest notacja 2x .



Schemat aksjomatu wyró»niania

SCHEMAT AKSJOMATU

Niech φ b¦dzie formuª¡ o zmiennych wolnych którymi mog¡ by¢
jedynie x oraz p.

∀x∃z∀p (p ∈ z ⇔ φ ∧ p ∈ x )

Oznaczenie

Dla zbioru x i formuªy φ przez

{p ∈ x : φ}

oznaczamy te elementy zbioru x które speªniaj¡ φ.



Paradoks Russell'a

De�nicja zbioru Russell'a R = {x : x /∈ x}

Bertrand Russel (1872 - 1970 )

https://pl.wikipedia.org/wiki/Bertrand_Russell


De�nicja przeci¦cia

De�nicja

⋂
x := {p ∈

⋃
x : ∀z(z ∈ x ⇒ p ∈ z)}



Wªasno±ci przeci¦cia

Fakt

Dla niepustej rodziny x

p ∈
⋂

x ⇔ ∀z∈x p ∈ z



Wªasno±ci przeci¦cia

Lemat

Przeci¦cie niepustej rodziny x jest najwi¦kszym ze wzgl¦du na
inkluzje zbiorem zawartym w ka»dym elemencie rodziny x .

Lemat

Przeci¦cie niepustych rodzin jest antymonotoniczne

(x ⊂ y) ⇒ (
⋂

y ⊂
⋂

x)



Przeci¦cie dwóch zbiorów

Oznaczenie

x ∩ y :=
⋂
{x , y}

Fakt

p ∈ x ∩ y wtw p ∈ x ∧ p ∈ y



Wªasno±ci przeci¦cia

x ∩ y = y ∩ x (1)

x ∩ ∅ = ∅ (2)

x ∩ x = x (3)

x ⊃ x ∩ y (4)

y ⊃ x ∩ y (5)

x ∩ (y ∪ z) = (x ∩ y) ∪ (x ∩ z) (6)

x ∪ (y ∩ z) = (x ∪ y) ∩ (x ∪ z) (7)



Zbiory rozª¡czne

De�nicja

Dwa zbiory s¡ rozª¡czne gdy ich przeci¦cie jest puste.



Wªasno±ci

Fakt

y ⊂
⋃

x dla ka»dego y ∈ x

Fakt

y ⊃
⋂

x dla ka»dego y ∈ x



Ró»nica zbiorów

De�nicja

x \ y := {z ∈ x : z ̸∈ y}



Wªasno±ci ró»nicy

Fakt

x \ (x \ y) = y ∩ x (8)

x \ (y ∪ z) = (x \ y) ∩ (x \ z) (9)

x \ y = y \ x ⇒ x = y (10)



Ró»nica zbiorów

Lemat

x \ y jest najwi¦kszym ze wzgl¦du na inkluzje zbiorem

zawartym w x i rozª¡cznym z y .



Warunki równowa»ne

Lemat

Niech a, b ⊂ x . Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne.

a ⊂ b (11)

a ∩ b = a (12)

a ∪ b = b (13)

(x \ a) ∪ b = x (14)

a ∩ (x \ b) = ∅ (15)



Aksjomat podstawiania

Aksjomat podstawiania

∀x∀y∀z (x = y ∧ x ∈ z ⇒ y ∈ z )

Lemat o podstawianiu równych

Dla dowolnego zdania φ
je»eli φ(x) oraz x = y to φ(y)



Para uporz¡dkowana

De�nicja

Niech x oraz y b¦d¡ zbiorami. Przez par¦ uporz¡dkowan¡ (x , y)
rozumiemy zbiór

{{x}, {x , y}}



Wªasno±ci pary uporz¡dkowanej

Twierdzenie

(a, b) = (c , d) ⇔ a = c ∧ b = d



Iloczyn kartezja«ski (produkt)

Portret René Descartes (1596 - 1650) autorstwa Fransa Halsa (1648).
Motto: "Cogito ergo sum".

https://pl.wikipedia.org/wiki/Rene_Descartes


Iloczyn kartezja«ski (produkt)

De�nicja

Niech x , y b¦d¡ zbiorami. Iloczynem kartezja«skim x × y nazywamy
zbiór

{z ∈ P(P(x ∪ y)) : ∃a∈x∃b∈y (a, b) = z}



Wªasno±ci iloczynu kartezja«skiego

Fakt

x × ∅ = ∅ (16)

x × (y ∪ z) = (x × y) ∪ (x × z) (17)

x × (y ∩ z) = (x × y) ∩ (x × z) (18)

x × (y \ z) = (x × y) \ (x × z) (19)



Monotoniczno±¢ produktu

Lemat

Produkt kartezja«ski × jest monotoniczny ze wzgl¦du na ka»d¡
wspóªrz¦dn¡ osobno to znaczy:

x ⊂ y ⇒ (x × z) ⊂ (y × z) (20)

x ⊂ y ⇒ (z × x) ⊂ (z × y) (21)



Relacje

De�nicja

Relacj¡ nazywamy ka»dy podzbiór iloczynu x × y



Operacje na relacjach:

De�nicja

Niech R ⊂ A× B oraz S ⊂ B × C .
S ◦ R := {(x , z) ∈ A× C : ∃y∈B(x , y) ∈ R ∧ (y , z) ∈ S}

R−1 := {(y , x) ∈ B × A : (x , y) ∈ R}
RL := {x ∈ A : ∃y∈B (x , y) ∈ R}
RP := {y ∈ B : ∃x∈A (x , y) ∈ R}



Wªasno±ci operacji na relacjach

Niech relacja R ⊂ A× B , S ⊂ B × C oraz T ⊂ C × D.

Fakt

T ◦ (S ◦ R) = (T ◦ S) ◦ R (22)

(S ◦ R)−1 = R−1 ◦ S−1 (23)

R ⊂ RL × RP (24)

(S ◦ R)L ⊂ RL (25)

(S ◦ R)P ⊂ SP (26)

(R−1)L = RP (27)



Wªasno±ci operacji na relacjach cd.

Dla R ⊂ B ×C , S ⊂ B ×C , T ⊂ A×B zachodz¡ nast¦puj¡ce fakty.

Fakt

(R ∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1 (28)

(R ∩ S)−1 = R−1 ∩ S−1 (29)

(R−1)−1 = R (30)

(R ∪ S) ◦ T = (R ◦ T ) ∪ (S ◦ T ) (31)

(R ∩ S) ◦ T ⊂ (R ◦ T ) ∩ (S ◦ T ) (32)



Identyczno±¢

De�nicja

Dla zbioru X de�niujemy relacja 1X ⊂ X × X jako
{z ∈ X × X : ∃x∈X (x , x) = z}



Relacje równowa»no±ci

De�nicja

Relacja R ⊂ X ×X nazywamy relacj¡ równowa»no±ci o polu X je»eli:

▶ zawiera relacje 1X (zwrotno±¢ R)

▶ R−1 ⊂ R (symetria R)

▶ R ◦ R ⊂ R (przechodnio±¢ R)



Klasy równowa»no±ci (abstrakcji)

De�nicja

Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci o polu X . Klas¡
równowa»no±ci elementu x ∈ X jest zbiór
[x ]R := {y ∈ X : (x , y) ∈ R}

De�nicja

Zbiór klas równowa»no±ci relacji R oznaczamy przez X/R .



Klasy równowa»no±ci (abstrakcji)

Twierdzenie

Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci o polu X . Nast¦puj¡ce
warunki s¡ równowa»ne

1. [x ]R ∩ [y ]R ̸= ∅
2. [x ]R = [y ]R

3. (x , y) ∈ R


