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Rachunek kwanty�katorów

W rachunku kwanty�katorów wchodzimy w struktur¦

formuª.

∀x p(x)

∃x p(x)

Wykªady 3 i 4 w dniu 9 i 15 pa¹dziernika 2024 Informatyka Analityczna- Metody Formalne Informatyki



Prawa de Morgana dla kwanty�katorów

¬(∀x p(x))⇔ ∃x ¬p(x)

¬(∃x p(x))⇔ ∀x¬p(x)
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Kwanty�katory ograniczone

Niech p(x) i q(x) b¦d¡ formami zdaniowymi

∀x :p(x)q(x) oznacza ∀x (p(x)→ q(x))

∃x :p(x)q(x) oznacza ∃x (p(x) ∧ q(x))
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Prawa de Morgana

Prawa de Morgana dla kwanty�katorów ograniczonych

¬(∀x :p(x)q(x))⇔ ∃x :p(x)¬q(x)

¬(∃x :p(x)q(x))⇔ ∀x :p(x)¬q(x)
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Rachunek predykatów

Alfabet symboli:

symbole predykatywne p, q, . . .

symbole funkcyjne f , g , . . .

staªe a, b, c, . . .

zmienne x , y , z , . . .
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Termy:

1 zmienne i staªe s¡ termami

2 je»eli t1, . . . tn s¡ termami i f jest n argumentowym

symbolem funkcyjnym to f (t1, . . . tn) jest termem.
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Formuªy

1 Formuªy atomowe: je»eli t1, . . . , tn s¡ termami i p jest n
argumentowym symbolem predykatywnym to p(t1, . . . , tn) jest
formuªa atomow¡.

2 formuªy atomowe s¡ formuªami.
3 je»eli ϕ, ψ s¡ formuªami to

(ϕ ⇒ ψ)
ϕ ∧ ψ
ϕ ∨ ψ
¬ϕ

s¡ formuªami.
4 je»eli ϕ jest formuª¡ i x zmienn¡ to
5 ∀x ϕ oraz ∃x ϕ s¡ formuªami.
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Przykªad teorii � arytmetyka,

J¦zyk arytmetyki

Alfabet j¦zyka arytmetyki to:

symbol predykatywny =

symbole funkcyjne s,+,×
staªe 0

zmienne x , y , z , . . .
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Arytmetyka, teoria Q

Aksjomaty fragmentu arytmetyki zwanego teori¡ Q.
1 ∀x ,y s(x) = s(y)⇒ x = y
2 ∀x 0 ̸= s(x)
3 ∀x x ̸= 0⇒ (∃y x = s(y))
4 ∀x x + 0 = x
5 ∀x ,y x + s(y) = s(x + y)
6 ∀x x × 0 = 0
7 ∀x ,y x × s(y) = x × y + x
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J¦zyk teorii mnogo±ci

Alfabet j¦zyka teorii mnogo±ci to:

symbole predykatywne ∈
symbole funkcyjne � BRAK

staªe BRAK

zmienne x , y , z , . . .
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Teoria mnogo±ci - aksjomaty

∈
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Teoria mnogo±ci - aksjomaty

x ∈ y
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De�nicja równo±ci

x = y ⇔ ∀z(z ∈ x ⇔ z ∈ y)
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De�nicja zawierania, inkluzji

x ⊂ y ⇔ ∀z(z ∈ x ⇒ z ∈ y)
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inkluzja

Lemat

x = y ⇔ x ⊂ y ∧ y ⊂ x

(x ⊂ y) ∧ (y ⊂ z)⇒ (x ⊂ z)
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Skróty

x /∈ y x ∋ y
x ̸= y x ⊃ y
x ̸⊂ y x ̸⊃ y
x ⊊ y x ⊋ y
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Aksjomat zbioru pustego

AKSJOMAT

∃x∀z z /∈ x
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Zbiór pusty

Lemat

Ka»dy zbiór pusty jest podzbiorem

ka»dego zbioru.
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Jedyno±¢ zbioru pustego

Fakt

Zbiór pusty jest tylko jeden. Oznaczamy

go ∅.
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Aksjomat pary (nieuporz¡dkowanej)

AKSJOMAT
Aksjomat pary nieuporz¡dkowanej

∀x∀y∃z∀p(p ∈ z ⇔ p = x ∨ p = y)
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Para nieuporz¡dkowana

Lemat

Dla ka»dego x i dla ka»dego y para tych elementów jest

jedyna. Oznaczamy j¡ {x , y}.

Lemat

{x , y} = {y , x}

Oznaczenie

{x} := {x , x}
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Aksjomat sumy (zbiory mo»na sumowa¢)

AKSJOMAT
∀x∃z∀p (p ∈ z ⇔ ∃y(y ∈ x ∧ p ∈ y))

Jedyno±¢ sumy

Suma zbioru x jest jedyna i oznaczamy j¡
⋃
x .
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Suma

Lemat

Suma zbioru jest najmniejszym ze wzgl¦du na inkluzje

zbiorem zawieraj¡cym wszystkie swoje elementy.

Lemat

Suma jest monotoniczna, co oznacza

x ⊂ y to
⋃
x ⊂ ⋃ y
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Suma

Lemat

⋃ ∅ = ∅ (1)⋃{∅} = ∅ (2)
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Suma dwóch zbiorów

suma dwóch
x ∪ y :=

⋃{x , y}
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Wªasno±ci sumy

Fakt

(p ∈ x ∪ y)⇔ (p ∈ x) ∨ (p ∈ y)
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Wªasno±ci sumy

Fakt

x ∪ y = y ∪ x (3)

x ∪ ∅ = x (4)

x ∪ x = x (5)

x ⊂ x ∪ y (6)

y ⊂ x ∪ y (7)
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De�nicja trójek, czwórek, itp.

De�nicja trójek, czwórek

{x , y , z} := {x , y} ∪ {z}
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