METODY FORMALNE INFORMATYKI

Marek Zaionc
http://tcs.uj.edu.pl/Zaionc

)

Ji| HEORETICAL
(MOMPUTER
JCIENCE

Jagiellonian University

Wyktad 24 i 25 w dniu 22 i 27 stycznia 2025


http://tcs.uj.edu.pl/Zaionc

2oz s
:—-=
i moS
£=z5
iom
Em

ETIC

¢ Liczby porzadkowe
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Twierdzenie
Kazde dwie liczby porzadkowe, jezeli sa podobne to sa identyczne.

Twierdzenie
Dla kazdych dwéch liczb porzadkowych, jedna jest podzbiorem
drugiej.
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Twierdzenie

Kazdy zbior liczb porzadkowych jest dobrze uporzadkowany inkluzja.



JY HEORETICAL
[OMPUTER
NJCIENCE
Jagiellonian University

Elementy graniczne w zbiorach dobrze uporzadkowanych

Definicja

Element granicznym to taki ktdry nie jest nastepnikiem.
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Elementy graniczne w zbiorach dobrze uporzadkowanych

Twierdzenie
Jezeli xg € D jest elementem granicznym wtw dla kazdego y < xg
istnieje z € D takie ze y < z < Xg.
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Elementy graniczne w zbiorach dobrze uporzadkowanych

Twierdzenie
Xg € D jest elementem granicznym wtw

Po(x0) = U{Poly) : y < x0}

Twierdzenie
xo € D jest nastepnikiem Xy wtw Pp(xp) = Pp(Xo) U {Xo}



Elementy graniczne w liczbach porzadkowych
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Twierdzenie (Antynomia Burali-Forti)

Nie istnieje zbior wszystkich liczb porzadkowych.
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Aksjomat zastepowania

Z moF

Dla dowolnej formuty ¢ nie posiadajacej zmiennych wolnych innych
niz w i v nastepujaca formuta jest prawda

(Vw3uvv p(w,v) = u=v) =

(VxIyVv (v ey <= Iww e xAp(w,v)))
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7 Aksjomat zastepowania

Nieformalnie, formuta ¢ przyporzadkowuje jednoznacznie pewnym zbiorom inne zbioru.
Jest funkcja czesciowa.

Pod tym warunkiem istnieje zbidr obiektéw przyporzadkowany obiektom z danego
zbioru x. Zupetnie nieformalnie mozemy stwierdzi¢, ze dla zdefiniowanej formuta
czesciowej funkgji, jesli jako dziedzine wezmiemy dowolny zbiér x to przeciwdziedzina
tej funkgji réwniez jest zbiorem.
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Twierdzenie
Kazdy zbior dobrze uporzadkowany jest podobny do pewnej liczby
porzadkowej.
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: Liczby porzadkowe

1. Dowdd nie wprost. Niech (X, <) nie bedzie podobny do zadnej liczby porzadkowej.
2. Kazda liczba porzadkowa jest podobna do pewnego odcinka poczatkowego (X, <).

3. Niech ¢(o, p) bedzie formuta o zmiennych wolnych o, p ktéra bedzie spetniona
wtedy i tylko wtedy, gdy o jest dobrym porzadkiem, p jest liczba porzadkowa i o
jest podobne do p. Wiemy, ze takie p jest jedyne.

4. 7 aksjomatu zastepowania istnieje zatem zbiér liczb porzadkowych podobnych do
przedziatéw poczatkowych X.

5. Istnieje zatem zbiér wszystkich liczb porzadkowych, sprzecznosé.
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Definicja
Niech (D, <) bedzie porzadkiem. Przez Pp(x) oznaczamy odcinek
poczatkowy o koncu w x.

Definicja
W dobrym porzadku elementem granicznym nazywamy element,
ktory nie jest nastepnikiem.
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Twierdzenie Zermelo

s z<
23

iom
L jalus

Twierdzenie

Kazdy zbior da sie dobrze uporzagdkowac

(Idea dowodu zaczerpnieta z notatek z wyktadu prof. Pawta Urzyczyna).
Dowdd: Niech A bedzie niepustym zbiorem. Niech
f:P(A)\ {0} — A bedzie funkcja wyboru dla A.

Definicja
Definicja: Zbiér dobrze uporzadkowany (D, <p) bedacy podzbiorem

A ma porzadek zgodny z funkcja f gdy dla dowolnego x € D
zachodzi x = f(A\ Pp(x))
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Twierdzenie Zermelo
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Pokazujemy, ze istniejg w A podzbiory dobrze uporzadkowane
porzadkami zgodnymi z f.

Witasnosé 1. Pokazemy, ze dla kazdych dwdch nie réwnych sobie
zbioréw dobrze uporzadkowanych (Dy, <p,) i (D2, <p,) o porzadkach
zgodnych z funkcjg wyboru f jeden jest podzbiorem drugiego a
porzadki tez sie zawieraj3.
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Twierdzenie Zermelo

Z moF

Whtasnos¢ 2. Niech F bedzie suma wszystkich dobrych porzadkéw na
A zgodnych z f. Niech <f bedzie sumg wszystkich dobrych relacji
zgodnych z f. Dowodzimy, ze <fr jest relacja dobrego porzadku i ze
jest zgodna z f.

Whtasnos¢ 3. Dowodzimy nie wprost, ze F = A.
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Kazimierz Kuratowski Max August Zorn

(Warszawa 1893-1980) (1906-Krefeld, Niemcy - Bloomington,1993)
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Lemat (Kuratowskiego -Zorna)

Zatozenia: (X, <) jest porzadkiem w ktérym kazdy taricuch ma
majorante.

Teza: Istnieje w (X, <) element maksymalny.



7% Lemat Kuratowskiego - Zorna, dowdéd

(Idea dowodu zaczerpnigta z notatek z wyktadu prof. Pawta Urzyczyna)

Dowéd: Niech (A, <) bedzie zbiorem uporzadkowanym, takim, w
ktérym kazdy tancuch ma majorante. Niech < bedzie dobrym
porzadkiem na A uzyskanym dzieki twierdzeniu Zermelo takim, ze w
ktérym nie ma elementu ostatniego.

Dla kazdego a € A definiujemy zbiér L, C A, tak aby spetnione byty
nastepujace dwa postulaty:

l.Lyc{xeA:x=<a}.

2. L, jest tancuchem ze wzgledu na porzadek <.
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Zbiory L, definiujemy indukcyjnie ze wzgledu na dobry porzadek <.
Dla elementu a najmniejszego w sensie < mamy L, = ().

Zatézmy, ze zbiory Lj s3 zdefiniowane dla wszystkich b < ag.
Definiujemy L,, nastepujaco:
1. gdy ag jest graniczny to L,, = (J{Lp : b < a},
2. gdy ag jest nastepnikiem ag oraz Lz U {3g} jest tancuchem w <
to L,, = Lz U {30}

3. gdy ag jest nastepnikiem ap oraz Lz U {3} nie jest tancuchem w
S to Lao = L%



4 Lemat Kuratowskiego - Zorna, dowéd

Pokazujemy ze tak zdefiniowany zbidr L,, jest tancuchem ze wzgledu
na <.

Definiujemy L = | J{L,: a € A}. Pokazujemy ze L jest tancuchem,
zatem posiada majorante c¢. Pokazujemy, ze ¢ jest maksymalne
wzgledem < w A.



