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Liczby porz¡dkowe

Twierdzenie

Ka»de dwie liczby porz¡dkowe, je»eli s¡ podobne to s¡ identyczne.

Twierdzenie

Dla ka»dych dwóch liczb porz¡dkowych, jedna jest podzbiorem

drugiej.



Liczby porz¡dkowe

Twierdzenie

Ka»dy zbiór liczb porz¡dkowych jest dobrze uporz¡dkowany inkluzj¡.



Elementy graniczne w zbiorach dobrze uporz¡dkowanych

De�nicja

Element granicznym to taki który nie jest nast¦pnikiem.



Elementy graniczne w zbiorach dobrze uporz¡dkowanych

Twierdzenie

Je»eli x0 ∈ D jest elementem granicznym wtw dla ka»dego y < x0
istnieje z ∈ D takie »e y < z < x0.



Elementy graniczne w zbiorach dobrze uporz¡dkowanych

Twierdzenie

x0 ∈ D jest elementem granicznym wtw

PD(x0) =
⋃
{PD(y) : y < x0}

Twierdzenie

x0 ∈ D jest nast¦pnikiem x0 wtw PD(x0) = PD(x0) ∪ {x0}



Elementy graniczne w liczbach porz¡dkowych



Antynomia Burali-Forti

Twierdzenie (Antynomia Burali-Forti)

Nie istnieje zbiór wszystkich liczb porz¡dkowych.



Aksjomat zast¦powania

Dla dowolnej formuªy φ nie posiadaj¡cej zmiennych wolnych innych

ni» w i v nast¦puj¡ca formuªa jest prawd¡

(∀w∃u∀v φ(w , v) =⇒ u = v) =⇒
(∀x∃y∀v (v ∈ y ⇐⇒ ∃w w ∈ x ∧ φ(w , v)))



Aksjomat zast¦powania

Nieformalnie, formuªa φ przyporz¡dkowuje jednoznacznie pewnym zbiorom inne zbioru.
Jest funkcj¡ cz¦±ciow¡.
Pod tym warunkiem istnieje zbiór obiektów przyporz¡dkowany obiektom z danego
zbioru x . Zupeªnie nieformalnie mo»emy stwierdzi¢, »e dla zde�niowanej formuª¡
cz¦±ciowej funkcji, je±li jako dziedzin¦ we¹miemy dowolny zbiór x to przeciwdziedzina
tej funkcji równie» jest zbiorem.



Liczby porz¡dkowe

Twierdzenie

Ka»dy zbiór dobrze uporz¡dkowany jest podobny do pewnej liczby

porz¡dkowej.



Liczby porz¡dkowe

1. Dowód nie wprost. Niech (X ,≤) nie b¦dzie podobny do »adnej liczby porz¡dkowej.

2. Ka»da liczba porz¡dkowa jest podobna do pewnego odcinka pocz¡tkowego (X ,≤).

3. Niech ϕ(o, p) b¦dzie formuª¡ o zmiennych wolnych o, p która b¦dzie speªniona
wtedy i tylko wtedy, gdy o jest dobrym porz¡dkiem, p jest liczb¡ porz¡dkow¡ i o
jest podobne do p. Wiemy, »e takie p jest jedyne.

4. Z aksjomatu zast¦powania istnieje zatem zbiór liczb porz¡dkowych podobnych do
przedziaªów pocz¡tkowych X .

5. Istnieje zatem zbiór wszystkich liczb porz¡dkowych, sprzeczno±¢.



Elementy graniczne i nast¦pniki

De�nicja

Niech (D,≤) b¦dzie porz¡dkiem. Przez PD(x) oznaczamy odcinek

pocz¡tkowy o ko«cu w x .

De�nicja

W dobrym porz¡dku elementem granicznym nazywamy element,

który nie jest nast¦pnikiem.



Twierdzenie Zermelo

Twierdzenie

Ka»dy zbiór da si¦ dobrze uporz¡dkowa¢

(Idea dowodu zaczerpni¦ta z notatek z wykªadu prof. Pawªa Urzyczyna):

Dowód: Niech A b¦dzie niepustym zbiorem. Niech

f : P(A) \ {∅} → A b¦dzie funkcj¡ wyboru dla A.

De�nicja

De�nicja: Zbiór dobrze uporz¡dkowany (D,≤D) b¦d¡cy podzbiorem

A ma porz¡dek zgodny z funkcj¡ f gdy dla dowolnego x ∈ D
zachodzi x = f (A \ PD(x))



Twierdzenie Zermelo

Pokazujemy, »e istniej¡ w A podzbiory dobrze uporz¡dkowane

porz¡dkami zgodnymi z f .

Wªasno±¢ 1. Poka»emy, »e dla ka»dych dwóch nie równych sobie

zbiorów dobrze uporz¡dkowanych (D1,≤D1
) i (D2,≤D2

) o porz¡dkach

zgodnych z funkcj¡ wyboru f jeden jest podzbiorem drugiego a

porz¡dki te» si¦ zawieraj¡.



Twierdzenie Zermelo

Wªasno±¢ 2. Niech F b¦dzie sum¡ wszystkich dobrych porz¡dków na

A zgodnych z f . Niech ≤F b¦dzie sum¡ wszystkich dobrych relacji

zgodnych z f . Dowodzimy, »e ≤F jest relacj¡ dobrego porz¡dku i »e

jest zgodna z f .

Wªasno±¢ 3. Dowodzimy nie wprost, »e F = A.



Lemat Kuratowskiego Zorna

Kazimierz Kuratowski Max August Zorn
(Warszawa 1893-1980) (1906-Krefeld, Niemcy - Bloomington,1993)



Lemat Kuratowskiego - Zorna

Lemat (Kuratowskiego -Zorna)

Zaªo»enia: (X ,≤) jest porz¡dkiem w którym ka»dy ªa«cuch ma

majorant¦.

Teza: Istnieje w (X ,≤) element maksymalny.



Lemat Kuratowskiego - Zorna, dowód

(Idea dowodu zaczerpni¦ta z notatek z wykªadu prof. Pawªa Urzyczyna)

Dowód: Niech (A,≤) b¦dzie zbiorem uporz¡dkowanym, takim, w

którym ka»dy ªa«cuch ma majorant¦. Niech ⪯ b¦dzie dobrym

porz¡dkiem na A uzyskanym dzi¦ki twierdzeniu Zermelo takim, »e w

którym nie ma elementu ostatniego.

Dla ka»dego a ∈ A de�niujemy zbiór La ⊂ A, tak aby speªnione byªy

nast¦puj¡ce dwa postulaty:

1. La ⊂ {x ∈ A : x ≺ a}.
2. La jest ªa«cuchem ze wzgl¦du na porz¡dek ≤.



Lemat Kuratowskiego - Zorna, dowód

Zbiory La de�niujemy indukcyjnie ze wzgl¦du na dobry porz¡dek ≺.

Dla elementu a najmniejszego w sensie ⪯ mamy La = ∅.

Zaªó»my, »e zbiory Lb s¡ zde�niowane dla wszystkich b ≺ a0.
De�niujemy La0 nast¦puj¡co:

1. gdy a0 jest graniczny to La0 =
⋃
{Lb : b ≺ a},

2. gdy a0 jest nast¦pnikiem a0 oraz La0 ∪ {a0} jest ªa«cuchem w ≤
to La0 = La0 ∪ {a0}

3. gdy a0 jest nast¦pnikiem a0 oraz La0 ∪ {a0} nie jest ªa«cuchem w

≤ to La0 = La0



Lemat Kuratowskiego - Zorna, dowód

Pokazujemy »e tak zde�niowany zbiór La0 jest ªa«cuchem ze wzgl¦du

na ≤.

De�niujemy L =
⋃
{La : a ∈ A}. Pokazujemy »e L jest ªa«cuchem,

zatem posiada majorant¦ c . Pokazujemy, »e c jest maksymalne

wzgl¦dem ≤ w A.


