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Zbiory dobrze uporz¡dkowane

De�nicja

Porz¡dek (X ,≤) nazywamy dobrym gdy ka»dy niepusty podzbiór ma
element najmniejszy.



Zbiory dobrze uporz¡dkowane

Fakt

W dobrym porz¡dku, ka»dy element za wyj¡tkiem najwi¦kszego
posiada nast¦pnik.



Zbiory dobrze uporz¡dkowane

Fakt

W dobrym porz¡dku ka»dy przedziaª pocz¡tkowy wªa±ciwy jest
postaci {x ∈ X : x < x0} dla pewnego x0 ∈ X .



Indukcja pozasko«czona

De�nicja

Niech (X ,≤) b¦dzie liniowym porz¡dkiem. W (X ,≤) obowi¡zuje
ZASADA INDUKCJI je»eli dla dowolnego zbioru Z takiego »e:

1. Z ⊂ X

2. Z ̸= ∅
3. je»eli {y ∈ X : y < x} ⊂ Z to x ∈ Z

zachodzi »e Z = X



Indukcja pozasko«czona

Twierdzenie

W dobrym porz¡dku obowi¡zuje zasada indukcji.



Indukcja pozasko«czona

Twierdzenie

Niech (X ,≤) b¦dzie liniowym porz¡dkiem. W (X ,≤) istnieje element
najmniejszy. W (X ,≤) obowi¡zuje zasada indukcji.
TEZA: (X ,≤) jest porz¡dkiem dobrym.



Indukcja pozasko«czona

Lemat

(X ,≤) jest porz¡dkiem dobrym oraz f : X → X jest iniekcj¡ rosn¡c¡
to x ≤ f (x).

Lemat

Je»eli (X ,≤) oraz (Y ,≤) s¡ dobrymi podobnymi porz¡dkami to
podobie«stwo jest jedyne.



Zbiory dobrze uporz¡dkowane

Twierdzenie

�aden zbiór dobrze uporz¡dkowany nie jest podobny do swojego
odcinka pocz¡tkowego wªa±ciwego.



Zbiory dobrze uporz¡dkowane

Twierdzenie

Niech (X ,≤X ), (Y ,≤Y ) b¦d¡ dobrymi porz¡dkami. Wtedy
przynajmniej jedno z poni»szych zda« jest prawdziwe

1. istnieje przedziaª pocz¡tkowy P ⊂ X taki, »e (P ,≤X ) jest
podobny do (Y ,≤Y )

2. istnieje przedziaª pocz¡tkowy S ⊂ Y taki, »e (S ,≤Y ) jest
podobny do (X ,≤X )



Aksjomat regularno±ci

Aksjomat regularno±ci

Aksjomat regularno±ci nazywamy czasem aksjomatem ufundowania.

∀x (x ̸= ∅ =⇒ ∃y (y ∈ x ∧ y ∩ x = ∅))



Aksjomat regularno±ci

Z aksjomatu regularno±ci wynika w szczególno±ci, »e:

∀x x /∈ x

Równie» nie jest mo»liwe zbudowanie »adnego sko«czonego ci¡gu
zbiorów tak by pierwszym i ostatnim byª ten sam zbiór:

x ∈ y ∈ x (1)

x ∈ y ∈ z ∈ x (2)

x ∈ y ∈ z ∈ t ∈ x (3)



Liczby porz¡dkowe

De�nicja

Zbiór X nazwiemy liczb¡ porz¡dkow¡ je±li ma nast¦puj¡ce wªasno±ci

1. ∀x ,y∈X x ∈ y lub y ∈ x lub x = y

2. ∀x∈X x ⊂ X



Liczby porz¡dkowe

Twierdzenie

Ka»dy element liczby porz¡dkowej jest liczb¡ porz¡dkow¡.



Liczby porz¡dkowe

Lemat

Dla liczby porz¡dkowej X oraz jej elementów x , y ∈ X je»eli x ⊂ y
oraz x ̸= y to x ∈ y .



Liczby porz¡dkowe

Lemat

Dla liczby porz¡dkowej X oraz jej elementów x , y ∈ X je»eli x ∈ y to
x ⊂ y .



Liczby porz¡dkowe

Twierdzenie

Ka»dy zbiór b¦d¡cy liczb¡ porz¡dkow¡ jest dobrze uporz¡dkowany
relacj¡ inkluzji.

Twierdzenie

Ka»dy przedziaª pocz¡tkowy liczby porz¡dkowej jest liczb¡
porz¡dkow¡.

Twierdzenie

Zbiór pusty jest elementem ka»dej niepustej liczby porz¡dkowej.



Prawo trichotomii dla liczb porz¡dkowych

Twierdzenie

Niech (X ,⊂), (Y ,⊂) b¦d¡ liczbami porz¡dkowymi. Wtedy dokªadnie
jedno z poni»szych zda« jest prawdziwe

1. (X ⊂) jest podobny do (Y ,⊂)

2. istnieje przedziaª pocz¡tkowy P ⊂ X taki, »e (P ,⊂) jest
podobny do (Y ,⊂)

3. istnieje przedziaª pocz¡tkowy S ⊂ Y taki, »e (S ,⊂) jest podobny
do (X ,⊂)



Prawo trichotomii dla liczb porz¡dkowych

1. Zde�niowa¢
X ⊃ Z = {x ∈ X : istnieje y ∈ Y PX (x) podobny PY (y)}

2. Dla ka»dego x ∈ Z taki y ∈ Y jest jedyny.

3. Istnieje funkcja f : Z → Y która jest iniekcja rosn¡c¡

4. Z jest przedziaªem pocz¡tkowym X

5.
−→
f (Z ) jest przedziaªem pocz¡tkowym Y

6. X = Z lub Y =
−→
f (X )



Liczby porz¡dkowe

Twierdzenie

Ka»de dwie liczby porz¡dkowe, je»eli s¡ podobne to s¡ identyczne.

Twierdzenie

Dla ka»dych dwóch liczb porz¡dkowych, jedna jest podzbiorem
drugiej.



Liczby porz¡dkowe

Twierdzenie

ka»dy zbiór liczb porz¡dkowych jest dobrze uporz¡dkowany inkluzj¡.



Antynomia Burali-Forti

Twierdzenie (Antynomia Burali-Forti)

Nie istnieje zbiór wszystkich liczb porz¡dkowych.



Aksjomat zast¦powania

Dla dowolnej formuªy φ nie posiadaj¡cej zmiennych wolnych innych
ni» w i v nast¦puj¡ca formuªa jest prawd¡
(∀w∃u∀v φ(w , v) =⇒ u = v) =⇒
(∀x∃y∀v (v ∈ y ⇐⇒ ∃w w ∈ x ∧ φ(w , v)))



Aksjomat zast¦powania

Nieformalnie, formuªa φ przyporz¡dkowuje jednoznacznie pewnym zbiorom inne zbioru.
Jest funkcj¡ cz¦±ciow¡. Pod tym warunkiem istnieje zbiór bytów przyporz¡dkowany
bytom z danego zbioru x . Zupeªnie nieformalnie mo»emy stwierdzi¢, »e dla
zde�niowanej formuª¡ cz¦±ciowej funkcji, je±li jako dziedzin¦ we¹miemy dowolny zbiór x
to przeciwdziedzina tej funkcji równie» jest zbiorem.



Liczby porz¡dkowe

Twierdzenie

Ka»dy zbiór dobrze uporz¡dkowany jest podobny do pewnej liczby
porz¡dkowej.



Liczby porz¡dkowe

1. Dowód nie wprost. Niech (X ,≤) nie b¦dzie podobny do »adnej liczby porz¡dkowej.

2. Ka»da liczba porz¡dkowa jest podobna do pewnego odcinka pocz¡tkowego (X ,≤).

3. Niech ϕ(o, p) b¦dzie formuª¡ o zmiennych wolnych o, p która b¦dzie speªniona
wtedy i tylko wtedy, gdy o jest dobrym porz¡dkiem, p jest liczb¡ porz¡dkow¡ i o
jest podobne do p. Wiemy, »e takie p jest jedyne.

4. Z aksjomatu zast¦powania istnieje zatem zbiór liczb porz¡dkowych podobnych do
przedziaªów pocz¡tkowych X .

5. Istnieje zatem zbiór wszystkich liczb porz¡dkowych, sprzeczno±¢.


