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Zbiory dobrze uporzadkowane

Z moF

Definicja
Porzadek (X, <) nazywamy dobrym gdy kazdy niepusty podzbiér ma
element najmniejszy.
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Zbiory dobrze uporzadkowane

Z moF

Fakt
W dobrym porzadku, kazdy element za wyjatkiem najwiekszego
posiada nastepnik.
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Zbiory dobrze uporzadkowane

Z moF

Fakt
W dobrym porzadku kazdy przedziat poczatkowy wiasciwy jest
postaci {x € X : x < xo} dla pewnego xy € X.



g Indukcja pozaskonczona
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Definicja

Niech (X, <) bedzie liniowym porzadkiem. W (X, <) obowigzuje
ZASADA INDUKCJI jezeli dla dowolnego zbioru Z takiego ze:
1.ZcCcX

2. 740

3. jezeli{y e X :y<x}CZtoxeZ
zachodzi ze Z = X
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Indukcja pozaskonczona

Twierdzenie

W dobrym porzadku obowigzuje zasada indukcji.
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Indukcja pozaskonczona

Z moF

Twierdzenie

Niech (X, <) bedzie liniowym porzadkiem. W (X, <) istnieje element
najmniejszy. W (X, <) obowiazuje zasada indukcji.

TEZA: (X, <) jest porzadkiem dobrym.
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Indukcja pozaskonczona

Z moF

Lemat

, <) Jjest porzgdkiem dobrym oraz t — X Jest Iniekcjg rosnacy
X. <) j dkiem dob f: X — X jest iniekcj
to x < f(x).

Lemat
Jezeli (X, <) oraz (Y, <) sa dobrymi podobnymi porzadkami to
podobienstwo jest jedyne.



g Zbiory dobrze uporzadkowane

Twierdzenie
Zaden zbicr dobrze uporzadkowany nie jest podobny do swojego
odcinka poczatkowego wtasciwego.
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Zbiory dobrze uporzadkowane

Z moF

Twierdzenie
Niech (X, <x), (Y, <y) beda dobrymi porzadkami. Wtedy
przynajmniej jedno z ponizszych zdan jest prawdziwe
1. istnigje przedziat poczatkowy P C X taki, ze (P, <x) jest
podobny do (Y, <y)
2. istnieje przedziat poczatkowy S C 'Y taki, ze (S, <y) jest
podobny do (X, <x)
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B Aksjomat regularnosci
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Aksjomat regularnosci

Aksjomat regularnosci nazywamy czasem aksjomatem ufundowania.

Vx (x#0 = 3y (yexAynx=0))
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Z aksjomatu regularnosci wynika w szczegélnosci, ze:

Vx x & x

Réwniez nie jest mozliwe zbudowanie zadnego skonczonego ciggu
zbioréw tak by pierwszym i ostatnim byt ten sam zbidr:

XEyeEX (1)
XeEyeczex (2)
XEy€eczetex ©)
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¢ Liczby porzadkowe
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Definicja
Zbior X nazwiemy liczba porzadkowa jesli ma nastepujace wtasnosci
1. Viyexx €y luby e xlubx =y

2. vxex X C X
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: Liczby porzadkowe
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Twierdzenie

Kazdy element liczby porzadkowej jest liczba porzadkows.
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¢ Liczby porzadkowe
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Lemat
Dla liczby porzadkowej X oraz jej elementow x,y € X jezeli x C y
orazx #y tox €y.
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¢ Liczby porzadkowe
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Lemat
Dla liczby porzadkowej X oraz jej elementow x,y € X jezeli x € y to
xCy.
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7 Liczby porzadkowe

Twierdzenie
Kazdy zbior bedacy liczba porzadkowa jest dobrze uporzadkowany
relacja inkluzji.

Twierdzenie
Kazdy przedziat poczatkowy liczby porzadkowej jest liczba
porzadkows.

Twierdzenie
Zbior pusty jest elementem kazdej niepustej liczby porzadkowey.



: Prawo trichotomii dla liczb porzadkowych

Twierdzenie
Niech (X, C), (Y, C) beda liczbami porzadkowymi. Wtedy doktadnie
jedno z ponizszych zdan jest prawdziwe
1. (X C) jest podobny do (Y, C)
2. istnieje przedziat poczatkowy P C X taki, ze (P, C) jest
podobny do (Y, C)
3. istnieje przedziat poczatkowy S C Y taki, ze (S, C) jest podobny
do (X, C)
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g Prawo trichotomii dla liczb porzadkowych
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1. Zdefiniowa¢
X D Z={xe€X: istnieje y € Y Px(x) podobny Py(y)}
- Dla kazdego x € Z taki y € Y jest jedyny.
_Istnieje funkcja f : Z — Y ktdra jest iniekcja rosnaca
. Z jest przedziatem poczatkowym X
. ?(Z) jest przedziatem poczatkowym Y

X=ZlbY=F(X)

S O BN
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¢ Liczby porzadkowe
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Twierdzenie
Kazde dwie liczby porzadkowe, jezeli sa podobne to sa identyczne.

Twierdzenie
Dla kazdych dwéch liczb porzadkowych, jedna jest podzbiorem
drugiej.
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: Liczby porzadkowe
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Twierdzenie

kazdy zbior liczb porzadkowych jest dobrze uporzadkowany inkluzja.



g Antynomia Burali-Forti
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Twierdzenie (Antynomia Burali-Forti)

Nie istnieje zbior wszystkich liczb porzadkowych.
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Aksjomat zastepowania

Z moF

Dla dowolnej formuty ¢ nie posiadajacej zmiennych wolnych innych
niz w i v nastepujaca formuta jest prawda

(Vw3uvv p(w,v) = u=v) =

(VxIyVv (v ey <= Iww e xAp(w,v)))
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7 Aksjomat zastepowania

Nieformalnie, formuta ¢ przyporzadkowuje jednoznacznie pewnym zbiorom inne zbioru.
Jest funkcja czesciowa. Pod tym warunkiem istnieje zbi6r bytéw przyporzadkowany
bytom z danego zbioru x. Zupetnie nieformalnie mozemy stwierdzi¢, ze dla
zdefiniowanej formuta czesciowej funkcji, jesli jako dziedzine wezmiemy dowolny zbiér x
to przeciwdziedzina tej funkgji réwniez jest zbiorem.
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Twierdzenie
Kazdy zbior dobrze uporzadkowany jest podobny do pewnej liczby
porzadkowej.
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: Liczby porzadkowe

1. Dowdd nie wprost. Niech (X, <) nie bedzie podobny do zadnej liczby porzadkowej.
2. Kazda liczba porzadkowa jest podobna do pewnego odcinka poczatkowego (X, <).

3. Niech ¢(o, p) bedzie formuta o zmiennych wolnych o, p ktéra bedzie spetniona
wtedy i tylko wtedy, gdy o jest dobrym porzadkiem, p jest liczba porzadkowa i o
jest podobne do p. Wiemy, ze takie p jest jedyne.

4. 7 aksjomatu zastepowania istnieje zatem zbiér liczb porzadkowych podobnych do
przedziatéw poczatkowych X.

5. Istnieje zatem zbiér wszystkich liczb porzadkowych, sprzecznosé.



