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Podobienstwo porzadkéw

Z moF

Definicja

Dwa porzadki (X, R) oraz (Y, S) nazywamy podobnymi gdy istnieje
bijekcja f : X — Y rosnaca czyli taka, ze (x,y) € R witw
(f(x),f(y)) € S.

Fakt
Liniowos¢ jest przenoszona przez podobieristwo.

Fakt
Gdy dwa porzadki (X, R) oraz (Y, S) sa liniowe i podobne wtw gdy
(x,y) € Rto (f(x),f(y)) € S.
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Zbiory dobrze uporzadkowane

Z moF

Definicja
Porzadek (X, <) nazywamy dobrym gdy kazdy niepusty podzbiér ma
element najmniejszy.
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Zbiory dobrze uporzadkowane

Z moF

Definicja

Para (X, <) jest porzadkiem. Nastepnikiem elementu x € X jest
element y € X gdy:

L. x<y

2. jezelix <ztoy <z

Fakt
W dobrym porzadku, kazdy element za wyjatkiem najwiekszego

posiada nastepnik.
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Zbiory dobrze uporzadkowane

Z moF

Definicja
Zbiér A C X nazywamy przedziatem poczatkowym zbioru X jezeli
x€Aorazy<xtoyeA.

Fakt
W dobrym porzadku kazdy przedziat poczatkowy wiasciwy jest
postaci {x € X : x < xp} dla pewnego xy € X.
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Zbiory dobrze uporzadkowane

Z moF

Lemat

Niech (X, <) bedzie dobrym porzadkiem i niech R bedzie jego
rodzing przedziatow poczatkowych wtasciwych to (X, <) jest
podobny do (R, C).

Lemat
Dobry porzadek jest przenoszony przez podobieristwo



g Indukcja pozaskonczona
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Definicja

Niech (X, <) bedzie liniowym porzadkiem. W (X, <) obowigzuje
ZASADA INDUKCJI jezeli dla dowolnego zbioru Z takiego ze:
1.ZcCcX

2. 740

3. jezeli{y e X :y<x}CZtoxeZ
zachodzi ze Z = X
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Indukcja pozaskonczona

Twierdzenie

W dobrym porzadku obowigzuje zasada indukcji.
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Indukcja pozaskonczona

Z moF

Twierdzenie

Niech (X, <) bedzie liniowym porzadkiem w ktérym istnieje element
najmniejszy i w ktérym obowigzuje zasada indukcji.

TEZA: (X, <) jest porzadkiem dobrym.
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Indukcja pozaskonczona

Z moF

Lemat

, <) Jjest porzgdkiem dobrym oraz t — X Jest Iniekcjg rosnacy
X. <) j dkiem dob f: X — X jest iniekcj
to x < f(x).

Lemat
Jezeli (X, <) oraz (Y, <) sa dobrymi podobnymi porzadkami to
podobienstwo jest jedyne.
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Zbiory liniowo uporzadkowane

Z moF

Definicja

Porzadki liniowe (X, <) i (Y, <) nazywamy podobnymi gdy istnieje
bijekcja f : X — Y rosnaca czyli taka ze jezeli x < y to

f(x) < f(y).

Lemat
Dla podobieristwa f zachodzi jezeli f(x) < f(y) tox <y



g Porzadki geste

Definicja
Porzadek (X, <) nazywamy gestym gdy
Viyex X<y =dsex x<z<y

Lemat
Gestos¢ jest przenoszona przez podobieristwo.
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Przekroje Dedekinda

Z moF

Definicja

Niech (X, <) bedzie porzadkiem liniowym. Przekrojem Dedekinda w
(X, <) nazywamy pare zbiorow Xy, Xo C X taka Ze:

L. X1uXo=X.

2. X1NXy = 0.

3 VaeXineX, X1 < Xo.

4 Xi#DiXp#0
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Przekroje Dedekinda

Z moF

Definicja
Przekréj X1, Xo daje skok jezeli Xy ma element najwiekszy i X, ma
element najmniejszy.

Lemat

Porzadek (X, <) jest gesty wtw Zaden przekrdj nie daje skoku.



s Suprema i infima

Definicja
A C X. Element ag € X nazywamy supremum zbioru A gdy:
1. Vaen a< ag

2. jezeliVien a< b= a3 <b

Definicja
A C X. Element by € X nazywamy infimum zbioru A gdy:
1. Vaea bp < a

2. jezeliVaea b<a= b < by
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« Porzadki ciagle

2 =

Definicja
Przekréj X1, Xo daje luke jezeli X1 nie ma elementu najwiekszego i X
nie ma elementu najmniejszego.
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Porzadki ciagle
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Definicja
Porzadek liniowy (X, <) nazywamy ciagtym wtw Zaden przekrdj nie
daje luki.
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Porzadki ciagle
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Twierdzenie
W porzadku ciagtym (X, <) kazdy niepusty zbiér ograniczony od
gory ma supremum.
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Porzadki ciagle
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Zmor—

Twierdzenie
W porzadek liniowym (X, <) jezeli kazdy niepusty zbiér ograniczony
od gory ma supremum to porzadek jest ciagty.
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Porzadki ciagle

s z<
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Zmor—

Twierdzenie
W porzadek liniowym (X, <) jezeli kazdy niepusty zbiér ograniczony
od dotu ma infimum to porzadek jest ciggty.



@ Porzadki ciggle

Lemat
Ciggtos¢ jest przenoszona przez podobienstwo.



@ Porzadki ciggle

Twierdzenie

R jest ciagta.



