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Podobie«stwo porz¡dków

De�nicja

Dwa porz¡dki (X ,R) oraz (Y , S) nazywamy podobnymi gdy istnieje

bijekcja f : X → Y rosn¡ca czyli taka, »e (x , y) ∈ R wtw

(f (x), f (y)) ∈ S .

Fakt

Liniowo±¢ jest przenoszona przez podobie«stwo.

Fakt

Gdy dwa porz¡dki (X ,R) oraz (Y , S) s¡ liniowe i podobne wtw gdy

(x , y) ∈ R to (f (x), f (y)) ∈ S .



Zbiory dobrze uporz¡dkowane

De�nicja

Porz¡dek (X ,≤) nazywamy dobrym gdy ka»dy niepusty podzbiór ma

element najmniejszy.



Zbiory dobrze uporz¡dkowane

De�nicja

Para (X ,≤) jest porz¡dkiem. Nast¦pnikiem elementu x ∈ X jest

element y ∈ X gdy:

1. x < y

2. je»eli x < z to y ≤ z

Fakt

W dobrym porz¡dku, ka»dy element za wyj¡tkiem najwi¦kszego

posiada nast¦pnik.



Zbiory dobrze uporz¡dkowane

De�nicja

Zbiór A ⊂ X nazywamy przedziaªem pocz¡tkowym zbioru X je»eli

x ∈ A oraz y ≤ x to y ∈ A.

Fakt

W dobrym porz¡dku ka»dy przedziaª pocz¡tkowy wªa±ciwy jest

postaci {x ∈ X : x < x0} dla pewnego x0 ∈ X .



Zbiory dobrze uporz¡dkowane

Lemat

Niech (X ,≤) b¦dzie dobrym porz¡dkiem i niech R b¦dzie jego

rodzin¡ przedziaªów pocz¡tkowych wªa±ciwych to (X ,≤) jest
podobny do (R,⊂).

Lemat

Dobry porz¡dek jest przenoszony przez podobie«stwo



Indukcja pozasko«czona

De�nicja

Niech (X ,≤) b¦dzie liniowym porz¡dkiem. W (X ,≤) obowi¡zuje
ZASADA INDUKCJI je»eli dla dowolnego zbioru Z takiego »e:

1. Z ⊂ X

2. Z ̸= ∅
3. je»eli {y ∈ X : y < x} ⊂ Z to x ∈ Z

zachodzi »e Z = X



Indukcja pozasko«czona

Twierdzenie

W dobrym porz¡dku obowi¡zuje zasada indukcji.



Indukcja pozasko«czona

Twierdzenie

Niech (X ,≤) b¦dzie liniowym porz¡dkiem w którym istnieje element

najmniejszy i w którym obowi¡zuje zasada indukcji.

TEZA: (X ,≤) jest porz¡dkiem dobrym.



Indukcja pozasko«czona

Lemat

(X ,≤) jest porz¡dkiem dobrym oraz f : X → X jest iniekcj¡ rosn¡c¡

to x ≤ f (x).

Lemat

Je»eli (X ,≤) oraz (Y ,≤) s¡ dobrymi podobnymi porz¡dkami to

podobie«stwo jest jedyne.



Zbiory liniowo uporz¡dkowane

De�nicja

Porz¡dki liniowe (X ,≤) i (Y ,≤) nazywamy podobnymi gdy istnieje

bijekcja f : X → Y rosn¡ca czyli taka »e je»eli x ≤ y to

f (x) ≤ f (y).

Lemat

Dla podobie«stwa f zachodzi je»eli f (x) ≤ f (y) to x ≤ y



Porz¡dki g¦ste

De�nicja

Porz¡dek (X ,≤) nazywamy g¦stym gdy

∀x ,y∈X x < y ⇒ ∃z∈X x < z < y

Lemat

G¦sto±¢ jest przenoszona przez podobie«stwo.



Przekroje Dedekinda

De�nicja

Niech (X ,≤) b¦dzie porz¡dkiem liniowym. Przekrojem Dedekinda w

(X ,≤) nazywamy par¦ zbiorów X1,X2 ⊂ X tak¡ »e:

1. X1 ∪ X2 = X .

2. X1 ∩ X2 = ∅.
3. ∀x1∈X1,x2∈X2

x1 < x2.

4. X1 ̸= ∅ i X2 ̸= ∅.



Przekroje Dedekinda

De�nicja

Przekrój X1,X2 daje skok je»eli X1 ma element najwi¦kszy i X2 ma

element najmniejszy.

Lemat

Porz¡dek (X ,≤) jest g¦sty wtw »aden przekrój nie daje skoku.



Suprema i in�ma

De�nicja

A ⊂ X . Element a0 ∈ X nazywamy supremum zbioru A gdy:

1. ∀a∈A a ≤ a0

2. je»eli ∀a∈A a ≤ b ⇒ a0 ≤ b

De�nicja

A ⊂ X . Element b0 ∈ X nazywamy in�mum zbioru A gdy:

1. ∀a∈A b0 ≤ a

2. je»eli ∀a∈A b ≤ a ⇒ b ≤ b0



Porz¡dki ci¡gle

De�nicja

Przekrój X1,X2 daje luk¦ je»eli X1 nie ma elementu najwi¦kszego i X2

nie ma elementu najmniejszego.



Porz¡dki ci¡gle

De�nicja

Porz¡dek liniowy (X ,≤) nazywamy ci¡gªym wtw »aden przekrój nie

daje luki.



Porz¡dki ci¡gle

Twierdzenie

W porz¡dku ci¡gªym (X ,≤) ka»dy niepusty zbiór ograniczony od

góry ma supremum.



Porz¡dki ci¡gle

Twierdzenie

W porz¡dek liniowym (X ,≤) je»eli ka»dy niepusty zbiór ograniczony

od góry ma supremum to porz¡dek jest ci¡gªy.



Porz¡dki ci¡gle

Twierdzenie

W porz¡dek liniowym (X ,≤) je»eli ka»dy niepusty zbiór ograniczony

od doªu ma in�mum to porz¡dek jest ci¡gªy.



Porz¡dki ci¡gle

Lemat

Ci¡gªo±¢ jest przenoszona przez podobie«stwo.



Porz¡dki ci¡gle

Twierdzenie

R jest ci¡gªa.


