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Teoria porz¡dku

De�nicja

Porz¡dkiem nazywamy par¦ (X ,R) gdzie X jest zbiorem a R ⊂ X 2

jest relacj¡

1. zwrotn¡

2. przechodni¡

3. antysymetryczn¡ to znaczy je»eli pary (x , y) ∈ R oraz (y , x) ∈ R
to x = y .



Porz¡dek liniowy

De�nicja

Je»eli dodatkowo relacja R jest spójna

( ∀x ,y∈X (x , y) ∈ R lub (y , x) ∈ R )

to porz¡dek nazywamy liniowym.



Teoria porz¡dku

Oznaczenia

Cz¦sto b¦dziemy oznacza¢ relacje porz¡dkuj¡c¡ jako ≤. Oznaczamy

te» x < y gdy x ≤ y oraz x ̸= y .



Teoria porz¡dku

De�nicja

Elementem a jest maksymalnym w porz¡dku (X ,≤) gdy
∀x∈X a ≤ x ⇒ a = x
Elementem a jest minimalny w porz¡dku (X ,≤) gdy
∀x∈X x ≤ a ⇒ a = x
Element a nazywamy najwi¦kszym w porz¡dku (X ,≤) gdy
∀x∈X x ≤ a
Element a nazywamy najmniejszym w porz¡dku (X ,≤) gdy
∀x∈X a ≤ x



Teoria porz¡dku

De�nicja

L ⊂ X jest ªa«cuchem w porz¡dku (X ,R) gdy zbiór L z zacie±nionym
porz¡dkiem czyli (L,R ∩ (L× L)) jest porz¡dkiem liniowym.

De�nicja

Niech A ⊂ X oraz b ∈ X . Mówimy »e b jest majorant¡ zbioru A gdy
∀a∈A a ≤ b.

Niech A ⊂ X oraz b ∈ X . Mówimy »e b jest minorant¡ zbioru A gdy
∀a∈A b ≤ a.



Lemat Kuratowskiego Zorna

Kazimierz Kuratowski Max August Zorn
(Warszawa 1893-1980) (1906-Krefeld, Niemcy - Bloomington,1993)



Lemat Kuratowskiego - Zorna

Lemat (Kuratowskiego -Zorna)

Zaªo»enia: (X ,≤) jest porz¡dkiem w którym ka»dy ªa«cuch ma
majorant¦.
Teza: Istnieje w (X ,≤) element maksymalny.



Lemat Kuratowskiego - Zorna

Lemat (Kuratowskiego -Zorna)

Zaªo»enia: (X ,≤) jest porz¡dkiem w którym ka»dy ªa«cuch ma
minorant¦.
Teza: Istnieje w (X ,≤) element minimalny.



Zastosowania lematu Kuratowskiego - Zorna

Twierdzenie

Niech A,B b¦d¡ niepustymi zbiorami. Istnieje iniekcja ze zbioru A do
B lub istnieje iniekcja ze zbioru B do zbioru A.

Dla dowodu rozwa»y¢ zbiór

κ = {f ⊂ A× B : f jest cz¦±ciow¡ iniekcj¡ z A do B}
Para (κ,⊂) jest porz¡dkiem.



Zastosowania lematu Kuratowskiego - Zorna

Twierdzenie

Ka»dy porz¡dek da si¦ rozszerzy¢ do porz¡dku liniowego.

Niech (X ,R0) b¦dzie porz¡dkiem. Dla dowodu rozwa»y¢ zbiór

κ = {R ⊂ X 2 : R0 ⊂ R i R jest porz¡dkiem }


