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74 Teoria porzadku

Definicja

Porzadkiem nazywamy pare (X, R) gdzie X jest zbiorem a R C X?
Jest relacja

1. zwrotna

2. przechodnig

3. antysymetryczng to znaczy jezeli pary (x,y) € R oraz (y,x) € R
tox=y.
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Definicja

Jezeli dodatkowo relacja R jest spdjna

(VX7)/€X (Xa.y) € R lub (y,X) € R)

to porzadek nazywamy liniowym.



74 Teoria porzadku

Oznaczenia
Czesto bedziemy oznaczac¢ relacje porzadkujaca jako <. Oznaczamy
tezx <ygdy x <yorazx#y.
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Definicja

Elementem a jest maksymalnym w porzadku (X, <) gdy
Viex a<x=a=x

Elementem a jest minimalny w porzadku (X, <) gdy

Viex x<a=a=x

Element a nazywamy najwiekszym w porzadku (X, <) gdy
Viex x< a

Element a nazywamy najmniejszym w porzadku (X, <) gdy
\V/XEX a<x
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Definicja

L C X jest taricuchem w porzadku (X, R) gdy zbiér L z zaciesnionym
porzadkiem czyli (L, RN (L x L)) jest porzadkiem liniowym.

Definicja

Niech A C X oraz b € X. Méwimy ze b jest majoranta zbioru A gdy
vaeA a S b

Niech A C X oraz b € X. Méwimy Ze b jest minoranta zbioru A gdy
vaeA b S a.
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Kazimierz Kuratowski Max August Zorn

(Warszawa 1893-1980) (1906-Krefeld, Niemcy - Bloomington,1993)
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Lemat (Kuratowskiego -Zorna)

Zatozenia: (X, <) jest porzadkiem w ktérym kazdy taricuch ma
majorante.

Teza: Istnieje w (X, <) element maksymalny.
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Lemat (Kuratowskiego -Zorna)

Zatozenia: (X, <) jest porzadkiem w ktérym kazdy taricuch ma
minorante.

Teza: Istnieje w (X, <) element minimalny.
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Zastosowania lematu Kuratowskiego - Zorna
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Twierdzenie
Niech A, B beda niepustymi zbiorami. Istnieje iniekcja ze zbioru A do
B lub istnieje iniekcja ze zbioru B do zbioru A.

Dla dowodu rozwazy¢ zbidr

x={f CAX B :f jest czesciowg iniekcja z A do B}
Para (52, C) jest porzadkiem.
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Twierdzenie

Kazdy porzadek da sie rozszerzy¢ do porzadku liniowego.

Niech (X, Ry) bedzie porzadkiem. Dla dowodu rozwazy¢ zbidr

x={RCX?*:RyCRi R jest porzadkiem }



