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Aksjomat regularno±ci

Aksjomat regularno±ci

Nazywamy czasami aksjomatem dobrego ufundowania.

∀x (x ̸= ∅ =⇒ ∃y (y ∈ x ∧ y ∩ x = ∅))



Aksjomat regularno±ci

Z aksjomatu regularno±ci wynika w szczególno±ci, »e:

∀x x /∈ x



Aksjomat regularno±ci

Równie» nie jest mo»liwe zbudowanie »adnego

sko«czonego ci¡gu zbiorów tak by pierwszym i ostatnim

byª ten sam zbiór:

x ∈ y ∈ x (1)

x ∈ y ∈ z ∈ x (2)

x ∈ y ∈ z ∈ t ∈ x (3)



Konstrukcja von Neumanna

John von Neumann
(Budapest 1903 - Princeton 1957)



Konstrukcja von Neumanna

nastepnik

Nast¦pnikiem zbioru x nazywamy zbiór x ∪ {x} i

oznaczamy go przez x ′.



Aksjomat niesko«czono±ci

Aksjomat

∃x (∅ ∈ x ∧ ∀y (y ∈ x ⇒ y ′ ∈ x))

De�nicja

Ka»dy taki zbiór x który speªnia aksjomat niesko«czono±ci

nosi nazw¦ zbioru induktywnego.



Zbiory induktywne

Lemat

Niech I b¦dzie pewn¡ niepust¡ rodzin¡ zbiorów

induktywnych.

Teza:
⋂

I jest te» zbiorem induktywnym.



De�nicja N

Twierdzenie

Istnieje najmniejszy zbiór induktywny. Zbiór ten jest jedyny.

De�nicja

Zbiór ten oznaczamy przez N a elementy tego zbioru

nazywamy liczbami naturalnymi.



Twierdzenie o indukcji

Twierdzenie ( o indukcji )

Niech zbiór P ⊂ N b¦dzie taki »e

▶ ∅ ∈ P

▶ je»eli x ∈ P to x ′ ∈ P

to P = N.



Wªasno±ci liczb naturalnych

Lemat

Dla dowolnych liczb naturalnych n,m ∈ N jest:

1. je»eli m ∈ n to m ⊂ n

2. n /∈ n

3. je»eli m′ = n′ to n = m

4. je»eli m ⊂ n oraz m ̸= n to m ∈ n

5. m ⊂ n lub n ⊂ m

6. m = n albo m ∈ n albo n ∈ m



Porz¡dek na N

De�nicja

Dla dowolnych liczb naturalnych n,m ∈ N oznaczamy

n < m gdy n ∈ m

n ≤ m gdy n ⊂ m



Poprzednik

Lemat

Ka»da liczba naturalna za wyj¡tkiem 0 ma poprzednik.

Poprzednik jest jedyny.



Wªasno±ci porz¡dku na N

Lemat

Dla dowolnych liczb naturalnych n,m, k ∈ N zachodzi:

1. je»eli n ≤ m oraz m ≤ k to n ≤ k

2. je»eli n ≤ m oraz m < k to n < k

3. je»eli n < m oraz m ≤ k to n < k



Porz¡dek na N

Trywialne wªasno±ci porz¡dku na N.

▶ 0 ≤ x

▶ je»eli n < q to n′ ≤ q

▶ je»eli n′ ≤ q to n < q

▶ je»eli n < q′ to n ≤ q

▶ pomi¦dzy n a n′ nie ma »adnej liczby naturalnej



Zasada minimum

Twierdzenie ( Zasada minimum )

Ka»dy niepusty zbiór liczb naturalnych posiada element

najmniejszy.



Zasada maksimum

De�nicja

Zbiór Z ⊂ N jest ograniczony od góry gdy

∃n∈N ∀m∈Z m < n

Twierdzenie ( Zasada maksimum )

Ka»dy niepusty ograniczony od góry zbiór liczb

naturalnych posiada element najwi¦kszy.



De�niowanie przez indukcj¦

Twierdzenie (De�niowanie przez schemat rekursji prostej )

Niech A,Z b¦d¡ zbiorami. Niech g : A → Z oraz niech

h : Z × N× A → Z . Istnieje jedyna funkcja

f : N× A → Z taka »e:

f (0, a) = g(a) (4)

f (n′, a) = h(f (n, a), n, a) (5)



De�niowanie przez indukcj¦

Dla dowodu nale»y rozwa»y¢ zbiór:

P := {n ∈ N : ∃fn fn : n
′ × A → Z oraz (*)}

Warunek (*) jest nast¦puj¡cy

1. ∀a∈A fn(0, a) = g(a)

2. ∀a∈A,k<n fn(k
′, a) = h(fn(k, a), k, a))



Dodawanie

De�nicja

Niech A = Z = N. Niech g = 1N. Niech h : N3 → N
b¦dzie zde�niowane przez h(p, n, a) = p′. Otrzyman¡ z

funkcji g i h funkcje f : N2 → N nazywamy dodawaniem i

oznaczamy przez +. B¦dziemy stosowali dla niej notacj¦

in�ksow¡.



Mno»enie

Niech A = Z = N. Niech g(x) = 0. Niech h : N3 → N
b¦dzie zde�niowane przez h(p, n, a) = p + a. Otrzyman¡ z

funkcji g i h funkcje f : N2 → N nazywamy mno»eniem i

oznaczamy przez ×. B¦dziemy stosowali dla niej notacj¦

in�ksow¡.



Dodawanie i mno»enie

W notacji in�ksowej dodawanie i mno»enie de�niujemy:

1. 0 + n = n

2. k ′ + n = (k + n)′

3. 0× n = 0

4. k ′ × n = (k × n) + n



Wªasno±ci dodawania.

1. ª¡czno±¢ dodawania n + (k + p) = (n + k) + p, dowód

- indukcja na n.

2. n + 0 = n

3. m′ + n = m + n′ dowód - indukcja na m.

4. przemienno±¢ dodawania n + k = k + n, dowód -

indukcja na n.



Wªasno±ci dodawania.

1. prawo skre±le«. Je»eli n + p = k + p to n = k , dowód

indukcja na p.

2. Je»eli n > k to istnieje p ̸= 0 takie »e n = k + p.

(indukcja na n)



Wªasno±ci mno»enia.

1. rozdzielno±¢ n · (k + p) = n · k + n · p
2. ª¡czno±¢ mno»enia n · (k · p) = (n · k) · p, dowód -

indukcja na n.

3. n · 0 = 0

4. przemienno±¢ mno»enia n · k = k · n, dowód - indukcja

na n.

5. prawo skracania. Je»eli n · p = k · p i p ̸= 0 to n = k ,

dowód indukcja na p.



Konstrukcja liczb caªkowitych

De�nicja

Niech ≈ b¦dzie relacj¡ okre±lon¡ na N× N nast¦puj¡co:

(n, k) ≈ (p, q) wtw n + q = k + p

Fakt

Relacja ≈ jest relacj¡ równowa»no±ci o polu N× N.



Konstrukcja liczb caªkowitych

De�nicja

Niech Z = N× N/ ≈



Operacje na Z

Zero 0 ∈ Z to element [(0, 0)]≈.

Element przeciwny do danego:

je»eli x = [(n, k)]≈ to przez −x = [(k, n)]≈
Dodawanie:

[(n, k)]≈ + [(p, q)]≈ = [(n + p, k + q)]≈
Mno»enie:

[(n, k)]≈ · [(p, q)]≈ = [(n · p + k · q, n · q + k · p)]≈
Odejmowanie: x − y = x + (−y)



Wªo»enie N w Z

Rozwa»my funkcje i : N → Z zadan¡ wzorem

i(n) = [(n, 0)]≈. Funkcja ta jest naturalnym wªo»eniem

zbioru N w zbiór Z. Jest iniektywna i zgodna z

dziaªaniami.

1. i(0) = 0

2. i(n +m) = i(n) + i(m)

3. i(n ·m) = i(n) · i(m)

Dzi¦ki wªo»eniu i b¦dziemy uto»samiali liczb¦ naturaln¡ n

z odpowiadaj¡c¡ jej liczb¡ caªkowit¡ i(n).



Wªasno±ci dziaªa« na liczbach caªkowitych

1. x + y = y + x

2. x · y = y · x
3. x · y = z · y oraz y ̸= 0 to x = z (prawo skracania)

4. x · (y + z) = x · y + x · z



Konstrukcja liczb wymiernych

Niech Z∗ = Z \ {0}. Okre±lamy relacj¦ ∼ na zbiorze

Z× Z∗ nast¦puj¡co.

(a, b) ∼ (c, d) wtw a · d = c · b

Fakt

Relacja ∼ jest równowa»no±ci¡.



De�nicja

Niech Q = Z× Z∗/ ∼

Oznaczenie

[(a, b)]∼ = a
b



Dziaªania na uªamkach

▶ −[(a, b)]∼ = [(−a, b)]∼
▶ dodawanie [(a, b)]∼ + [(c, d)]∼ = [(ad + bc, bd)]∼
▶ odejmowanie [(a, b)]∼ − [(c, d)]∼ = [(ad − bc, bd)]∼
▶ mno»enie [(a, b)]∼ · [(c, d)]∼ = [(ac, bd)]∼
▶ dzielenie, [(a, b)]∼ : [(c, d)]∼ = [(ad , bc)]∼ gdy

[(c, d)]∼ ̸= [(0, d)]∼



Porz¡dek na uªamkach

a
b > 0 gdy a · b > 0.
a
b > c

d gdy a
b −

c
d > 0

warto±¢ bezwzgl¦dna

|x | =

{
x gdy , x ≥ 0

−x w przeciwnym przypadku.



Wªo»enie Z w Q

Rozwa»my funkcje j : Z → Q zadan¡ wzorem

j(a) = [(a, 1)]∼. Funkcja ta jest naturalnym wªo»eniem

zbioru Z w zbiór Q. Jest iniektywna i zgodna z

dziaªaniami.

1. j(a + b) = j(a) + j(b)

2. j(a − b) = j(a)− j(b)

3. j(a · b) = j(a) · j(b)
Dzi¦ki wªo»eniu j b¦dziemy uto»samiali liczb¦ caªkowit¡ a

z odpowiadaj¡c¡ jej liczb¡ wymiern¡ j(a).


