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7 Aksjomat regularnosci

Aksjomat regularnosci

Nazywamy czasami aksjomatem dobrego ufundowania.
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74 Aksjomat regularnosci
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Z aksjomatu regularnosci wynika w szczegélnosci, ze:

Vx x ¢ x



Brs  Aksjomat regularnosci
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Réwniez nie jest mozliwe zbudowanie zadnego
skonczonego ciggu zbioréw tak by pierwszym i ostatnim
byt ten sam zbiér:
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Konstrukcja von Neumanna

John von Neumann

(Budapest 1903 - Princeton 1957)



7 Konstrukcja von Neumanna

nastepnik

Nastepnikiem zbioru x nazywamy zbiér x U {x} i
oznaczamy go przez x’.
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Aksjomat nieskonczonosci
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Aksjomat

3 D exAY, (yex=y €x))

Definicja
Kazdy taki zbior x ktory spetnia aksjomat nieskonczonosci
nosi nazwe zbioru induktywnego.
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7 Zbiory induktywne

Lemat

Niech | bedzie pewna niepusta rodzing zbioréw
induktywnych.

Teza: (1 jest tez zbiorem induktywnym.
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Definicja N

Z moF

Twierdzenie

Istnieje najmniejszy zbior induktywny. Zbidr ten jest jedyny.
Definicja

Zbidr ten oznaczamy przez N a elementy tego zbioru
nazywamy liczbami naturalnymi.



g Twierdzenie o indukgji
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Twierdzenie ( o indukcji )

Niech zbior P C N bedzie taki ze
»QeP

> jezelix € P tox' € P

to P=N.
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Lemat

Dla dowolnych liczb naturalnych n,m € N jest:
1 jezelim e ntomCn

2. né¢n

3. jezelim' =n" ton=m

4. jezelim C norazm = ntoméEn

5 mCnlubnCm

6 m=nalbomé&nalbon&m
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Definicja

Dla dowolnych liczb naturalnych n, m € N oznaczamy
n<mgdynéem

n<mgdynCm
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Lemat
Kazda liczba naturalna za wyjatkiem 0 ma poprzednik.
Poprzednik jest jedyny.
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Lemat

Dla dowolnych liczb naturalnych n, m, k € N zachodzi:
1. jezelin < morazm<k ton<k

2. jezelin < morazm < k ton < k

3 jezelin < morazm< k ton < k
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i  Porzadek na N
Trywialne wtasnosci porzadku na N.

> 0 <x

> jezelin< gton <gq
> jezelin < gton<gq
» jezelin< g ton<g

» pomiedzy n a n’ nie ma zadnej liczby naturalnej
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Twierdzenie ( Zasada minimum )

Kazdy niepusty zbior liczb naturalnych posiada element
najmniejszy.
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Zasada maksimum

2O

R
Emo3
s=z<
£25

iom
L jalus

Definicja
Zbior Z C N jest ograniczony od géry gdy
Jpen Vimez m<n

Twierdzenie ( Zasada maksimum )
Kazdy niepusty ograniczony od gory zbior liczb
naturalnych posiada element najwiekszy.



szt Definiowanie przez indukcje
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Twierdzenie (Definiowanie przez schemat rekursji prostej )

Niech A, Z beda zbiorami. Niech g : A — Z oraz niech
h:Z xN x A— Z. Istnigje jedyna funkcja
f:Nx A — Z taka ze:



szt Definiowanie przez indukcje
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Dla dowodu nalezy rozwazy¢ zbiér:

P:={neN:dJg fn:n’XA%Zoraz(*)}
Warunek (*) jest nastepujacy

1. Vaea £,(0,a) = g(a)
2. vaGA,k<n fn(kla a) - h(fn(ka a)) k) a))



e Dodawanie
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Definicja

Niech A= Z = N. Niech g = 1n. Niech h : N> — N
bedzie zdefiniowane przez h(p, n,a) = p’. Otrzymang z
funkcji g i h funkcje f : N> — N nazywamy dodawaniem i
oznaczamy przez +. Bedziemy stosowali dla niej notacje
infiksowa.



o Mnozenie
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Niech A= Z = N. Niech g(x) = 0. Niech h: N°* - N
bedzie zdefiniowane przez h(p, n, a) = p + a. Otrzymang z
funkcji g i h funkcje f : N> — N nazywamy mnozeniem i
oznaczamy przez X. Bedziemy stosowali dla niej notacje
infrksows.



ek Dodawanie 1| mnozenie
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W notacji infiksowej dodawanie i mnozenie definiujemy:
1.O+n=n

2. k'+n=(k+n)

3.0xn=0

4 k' xn=(kxn)+n
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WHtasnoséci dodawania.

- tacznos¢ dodawania n+ (k + p) = (n+ k) + p, dowod

- indukcja na n.

2. n+0=n

3. m+n=m+ n’ dowéd - indukcja na m.

4. przemienno$¢ dodawania n + k = k + n, dowdd -

indukcja na n.
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1. prawo skreslen. Jezeli n4+ p = k+ p to n = k, dowdd
indukcja na p.

2. Jezeli n > k to istnieje p # 0 takie ze n = k + p.
(indukcja na n)



g \Whasnoéci mnozenia.

1. rozdzielnos¢ n-(k+p)=n-k+n-p

2 tacznos¢ mnozenia n- (k- p) = (n- k) - p, dowdd -
indukcja na n.

3.n-0=0

4. przemienno$¢ mnozenia n- k = k- n, dowdd - indukcja
na n.

5. prawo skracania. Jezelin-p=k-pip#0ton=k,
dowdd indukcja na p.



7 Konstrukcja liczb catkowitych

Definicja

Niech =~ bedzie relacja okreslona na N x N nastepujaco:

(n, k)~ (p,q) wtwn+q=k+p

Fakt
Relacja =~ jest relacja rownowaznosci o polu N x N.



g Konstrukcja liczb catkowitych
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Definicja

Niech Z = N x N/ ~



g Operacje na Z
Zero 0 € Z to element [(0,0)]~.
Element przeciwny do danego:
jezeli x = [(n, k)]~ to przez —x = [(k, n)]~
Dodawanie:
[(n, k)]~ + [(p, q)]x = [(n + p, k + q)]~
Mnozenie:

[(n K)l~-[(p. @)~ =[(n-p+k-qn-q+k-p)
Odejmowanie: x —y = x + (—y)
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Rozwazmy funkcje i : N — Z zadana wzorem

i(n) = [(n, 0)]~. Funkcja ta jest naturalnym witozeniem
zbioru N w zbiér Z. Jest iniektywna i zgodna z
dziataniami.

1.i(0)=0

2 i(n+ m)=i(n)+i(m)

3.i(n-m)=i(n)-i(m)

Dzieki wtozeniu i bedziemy utozsamiali liczbe naturalng n
z odpowiadajaca jej liczbg catkowita i(n).



Wi1tasnosci dziatan na liczbach catkowitych

X+ty=y+x

X-y=y-X
x-y=2z-yorazy # 0 to x = z (prawo skracania)
x-(y+z)=x-y+x-z



B Konstrukcja liczb wymiernych
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Niech Z* = Z \ {0}. Okreslamy relacje ~ na zbiorze
Z, X 7" nastepujaco.

(a,b) ~ (c,d)wtwa-d=c-b

Fakt
Relacja ~ jest réwnowaznoscia.



Definicja
Niech Q = 7Z X Z*] ~

Oznaczenie

[(a, b)]~ = 3



g Dziatania na utamkach

> —[(a, b)]~ = [(=a, b)]~
» dodawanie [(a, b)]~ + [(c, d)]~ = [(ad + bc, bd)]~.
» odejmowanie [(a, b)]. — [(c, d)]~ = [(ad — bc, bd)]~
» mnozenie [(a, b)]~ - [(c, d)]~ = [(ac, bd)]~
» dzielenie, [(a, b)]~ : [(c, d)]~ = [(ad, bc)]~ gdy
[(c, d)]~ # (0, d)]~
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Porzadek na utamkach
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>0gdya-b>0.
>cgdy 7 —5>0
wartos¢ bezwzgledna

a
b
a
b

] X gdy ,x >0
X| =
—x  w przeciwnym przypadku.
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Rozwazmy funkcje j : Z — Q zadang wzorem

j(a) = [(a,1)]~. Funkcja ta jest naturalnym wtozeniem

zbioru Z w zbiér Q. Jest iniektywna i zgodna z
dziataniami.

L. j(a+b) = j(a)+j(b)

2. ja—b) = j(a) — j(b)

3.j(a-b)=j(a)-j(b)

Dzieki wtozeniu j bedziemy utozsamiali liczbe catkowity a
z odpowiadajaca jej liczbg wymierng j(a).



