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RACHUNEK ZDA�

Formuªy:

Zmienne zdaniowe Z = {x , y , p, q, . . .}
ka»da zmienna jest formuª¡

je»eli A i B s¡ formuªami to A ⇒ B , A ∨ B , A ∧ B , ¬A s¡ formuªami

nic innego nie jest formuª¡
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WARTO�CIOWANIE

Warto±ciowanie to funkcja v : Z → B gdzie B jest matryc¡ Boolowsk¡, to znaczy

B = {0, 1}.
Warto±ciowanie okre±lone na zmiennych zdaniowych rozszerzamy jednoznacznie na

zbiór formuª:

v(A ∨ B) = max(v(A), v(B))

v(A ∧ B) = min(v(A), v(B))

v(¬A) = 1− v(A)

v(A ⇒ B) = max(1− v(A), v(B))
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Równowa»no±¢, tautologie, formuªy speªnialne

De�nicja

Dwie formuªy A i B nazywamy równowa»nymi gdy dla ka»dego warto±ciowania v jest

tak »e: v(A) = v(B). Formuªy równowa»ne oznaczamy A ≡ B .

De�nicja

Formuª¦ A nazywamy tautologi¡ gdy dla ka»dego warto±ciowania v jest tak »e

v(A) = 1.

De�nicja

Formuª¦ A nazywamy speªnialn¡ gdy dla pewnego warto±ciowania v jest tak »e

v(A) = 1.
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Przykªadowe równowa»no±ci:

¬(A ∨ B) ≡ ¬A ∧ ¬B
¬(A⇒ B) ≡ A ∧ ¬B
A ∧ (B ∨ C ) ≡ (A ∧ B) ∨ (A ∧ C )
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Przykªadowe tautologie

A⇒ A

A⇒ (B ⇒ A)

(A⇒ (B ⇒ C ))⇒ ((A⇒ B)⇒ (A⇒ C ))

((A⇒ B)⇒ A)⇒ A
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Systemy funkcjonalnie peªne

Funkcje Boolowskie

Rozwa»amy wszystkie funkcje Bk → B dla wszystkich k ∈ N. Funkcje takie nazywamy

Boolowskimi. Dla k = 1 mamy:

numer

0 1

0 0 0

1 0 1

2 1 0

3 1 1
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Systemy funkcjonalnie peªne

numer x = 0 x = 0 x = 1 x = 1

funkcji y = 0 y = 1 y = 0 y = 1

0 0 0 0 0

1 0 0 0 1

2 0 0 1 0

3 0 0 1 1

4 0 1 0 0

5 0 1 0 1

6 0 1 1 0

7 0 1 1 1

8 1 0 0 0

9 1 0 0 1

10 1 0 1 0

11 1 0 1 1

12 1 1 0 0

13 1 1 0 1

14 1 1 1 0

15 1 1 1 1
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Systemy funkcjonalnie peªne

numer x = 0 x = 0 x = 1 x = 1

funkcji y = 0 y = 1 y = 0 y = 1

0 0 0 0 0 F
1 0 0 0 1 ∧
2 0 0 1 0 ¬(x ⇒ y)
3 0 0 1 1 x
4 0 1 0 0 ¬(y ⇒ x)
5 0 1 0 1 y
6 0 1 1 0 ¬ ⇔
7 0 1 1 1 ∨
8 1 0 0 0 NOR
9 1 0 0 1 ⇔
10 1 0 1 0 ¬y
11 1 0 1 1 y ⇒ x
12 1 1 0 0 ¬x
13 1 1 0 1 x ⇒ y
14 1 1 1 0 NAND
15 1 1 1 1 T
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Systemy funkcjonalnie peªne

De�nicja

Sko«czony zbiór funkcji Boolowskich nazywamy funkcjonalnie peªnym gdy ka»da

funkcja Boolowska daje si¦ przedstawi¢ jako zªo»enie funkcji z tego zbioru.
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Systemy funkcjonalnie peªne, formuªa Shannona

Lemat

Niech f : Bn+1 → B b¦dzie funkcj¡ Boolowsk¡. Zachodzi tak zwana: Shannon's

expansion formula

f (x , y1, . . . , yn) = (x ∧ f (1, y1, . . . , yn)) ∨ (¬x ∧ f (0, y1, . . . , yn))

Twierdzenie

Zbiór {∨,∧,¬} jest funkcjonalnie peªny.
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Systemy funkcjonalnie peªne

Twierdzenie

Nast¦puj¡ce systemy s¡ funkcjonalnie peªne.

{∨,¬}
{∧,¬}
{⇒,¬}
{NOR}
{NAND}
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Formy normalne

Rozwa»my j¦zyk zbudowany z formuª atomowych przy pomocy spójników {∨,∧,¬}.

De�nicja

Literaªem nazywamy ka»d¡ zmienn¡ lub jej zaprzeczenie.

Klauzul¡ nazywamy alternatyw¦ literaªów.

Formuªa jest w koniunkcyjnej postaci normalnej gdy jest koniunkcj¡ klauzul.

Oznaczamy przez □ klauzul¦ pust¡.
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koniunktywna posta¢ normalna

Twierdzenie

Dla ka»dej formuªy istnieje (efektywnie) równowa»na formuªa w postaci normalnej
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Zbiory klazul

De�nicja

Zbiór klauzul K jest speªnialny przez warto±ciowanie v gdy ka»da klauzula tego zbioru

jest speªnialna przez v .

Twierdzenie

Dla ka»dej formuªy istnieje (efektywnie) sko«czony zbiór klauzul, który jest speªniony

przez te i tylko te warto±ciowania które speªniaj¡ formuª¦.
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Dowodzenie, metoda rezolucji

Sprawdzanie niespeªnialno±ci formuª.

De�nicja

Rezolwent¡ dwóch klauzul

C1 = x ∨ y1 ∨ . . . ∨ yn
C2 = ¬x ∨ z1 ∨ . . . ∨ zk
nazywamy klauzul¦ y1 ∨ . . . ∨ yn ∨ z1 ∨ . . . ∨ zk

Fakt

Je»eli klauzule C1,C2 s¡ speªnione przez warto±ciowanie v to ka»da rezolwenta klauzul

C1,C2 te».
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Dowody rezolucyjne

De�nicja

Dowodem dla zbioru klauzul K jest ci¡g klauzul C1, . . . ,Cn taki, »e ka»da klauzula tego

dowodu jest b¡d¹ elementem zbioru klauzul K b¡d¹ jest otrzymana jako rezolwenta z

klauzul wcze±niejszych w dowodzie. Ostatni¡ klauzul¡ Cn dowodu jest □.

Twierdzenie o niesprzeczno±ci

Je»eli istnieje dowód dla zbioru klauzul K to zbiór ten jest niespeªnialny.
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Peªno±¢ metody rezolucji

Twierdzenie o peªno±ci

Je»eli zbioru klauzul jest niespeªnialny to ma dowód.

Wykªady 1 i 2 w dniu 2 i 8 pa¹dziernika 2024 Informatyka Analityczna - Metody Formalne Informatyki

https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/


Algorytm poszukiwania dowodu

algorytm badaj¡cy tautologiczno±¢

Input: formuªa φ
Output: Ocena czy φ jest tautologi¡.

Algorytm: ....
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Problem SAT i 3SAT

Problem SAT

Wej±cie: Dana jest formuªa.

Problem: Czy jest ona speªnialna ?

Status problemu: Nie wiadomo czy istnieje algorytm, który rozwi¡zuje SAT w czasie

wielomianowym.
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Status problemu SAT

SAT jest pierwszym znanym problemem NP- zupeªnym. Dowód tego pochodzi od

Stephen Cook, University of Toronto in 1971 i niezale»nie przez Leonid Levin w 1973.

Stephen Cook, University of Toronto, zdj¦cie z 1968 roku

Problem czy P = NP jest pierwszym problemem milenijnym 2000 rok .

Problemy Hilberta 1900 rok .

Dawid Hilbert, zdj¦cie z 1912 roku.
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Aksjomatyzacja rachunku zda«

Aksjomatyzacja fragmentu z implikacj¡ i negacj¡

Rozwa»amy formuªy zbudowane ze zmiennych zdaniowych przy pomocy implikacji i

negacji Schematy aksjomatów: Dla dowolnych formuª A,B,C aksjomatami s¡:

Aksjomaty

1 A ⇒ (B ⇒ A)

2 (A ⇒ (B ⇒ C )) ⇒ ((A ⇒ B) ⇒ (A ⇒ C ))

3 (¬A ⇒ B) ⇒ ((¬A ⇒ ¬B) ⇒ A)

Reguªa dowodzenia

A,A ⇒ B

B
(modus ponens)
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Aksjomatyzacja rachunku zda«

De�nicja

Dowodem formuªy A jest sko«czony ci¡g formuª A1, . . . ,An o takiej wªasno±ci »e:

An jest formuª¡ A

dla ka»dego i ¬ n formuªa Ai jest aksjomatem lub daje si¦ oderwa¢ z

wcze±niejszych wyrazów tego ci¡gu to znaczy istniej¡ takie j , k < i »e formuªa Ak

jest postaci Aj ⇒ Ai .

Lemat

Przykªadowy dowód aksjomatyczny formuªy A ⇒ A.
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Aksjomatyzacja rachunku zda«

Twierdzenie

(O niesprzeczno±ci) Ka»da formuªa dowodliwa jest tautologi¡.

Twierdzenie

(O peªno±ci Emil Leon Post (1921)) Ka»da tautologia ma dowód.
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Logika intuicjonistyczna

Logika minimalna

J¦zyk: rachunek zda« jedynie z implikacj¡ →.

De�nicja

Udowodni¢ implikacje A→ B to znaczy znale¹¢ funkcje f (obliczaln¡), która

przeksztaªci ka»dy dowód formuªy A na dowód formuªy B .
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Logika intuicjonistyczna

Przykªadowe formuªy dowodliwe w logice intuicjonistycznej

A→ A

A→ (B → A)

(A→ (B → C ))→ ((A→ B)→ (A→ C ))

((A→ A)→ A)→ A

Przykªadowa formuªa b¦d¡ca tautologi¡ klasyczn¡ i nie maj¡ca dowodu w logice

intuicjonistycznej

((A→ B)→ A)→ A
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