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Formuty:
Zmienne zdaniowe Z = {x,y,p,q,...}

» kazda zmienna jest formuta
» jezeli Ai B s3 formutamito A= B, AV B, AA B, —A s3 formutami

* nic innego nie jest formuta


https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Wartosciowanie to funkcja v : Z — B gdzie B jest matryca Boolowska, to znaczy
B = {0,1}.

Wartosciowanie okreslone na zmiennych zdaniowych rozszerzamy jednoznacznie na
zbiér formut:

» v(AV B) = max(v(A), v(B))

* v(AA B) = min(v(A), v(B))

* v(-A) =1-v(A)

* v(A= B)=max(1 - v(A),v(B))


https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Dwie formuty A i B nazywamy réwnowaznymi gdy dla kazdego wartosciowania v jest
tak ze: v(A) = v(B). Formuty rownowazne oznaczamy A = B.

Formufte A nazywamy tautologig gdy dla kazdego wartosciowania v jest tak ze
v(A) = 1.

Formufe A nazywamy spetnialna gdy dla pewnego wartosciowania v jest tak ze
v(A) = 1.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

o—l(A\/B)E—lA/\_IB
c~(A= B)= AA-B
CAA(BVC)=(AAB)V (AAC)


https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

A=A

A= (B=A)

(A= (B=C(C)=(A=B)= (A= ()
«((A=B)=A)=A
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Rozwazamy wszystkie funkcje BX — B dla wszystkich k € N. Funkcje takie nazywamy
Boolowskimi. Dla k = 1 mamy:
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numer | x=0 x=0 x=1 x=1

funkcji | y=0 y=1 y=0 y=1
0 0 0 0 0 F
1 0 0 0 1 A
2 0 0 1 0 —(x=y)
3 0 0 1 1 X
4 0 1 0 0 —(y = x)
5 0 1 0 1 y
6 0 1 1 0 &
7 0 1 1 1 \Y,
8 1 0 0 ] NOR
9 1 0 0 1 &
10 1 0 1 0 -y
11 1 0 1 1 y=x
12 1 1 0 0 —X
13 1 1 0 1 X =y
14 1 1 1 0 NAND
15 1 1 1 1 T



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Skoriczony zbidr funkcji Boolowskich nazywamy funkcjonalnie petnym gdy kazda
funkcja Boolowska daje sie przedstawi¢ jako zfozenie funkcji z tego zbioru.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Niech f : B"*' — B bedzie funkcja Boolowska. Zachodzi tak zwana: Shannon's
expansion formula

F(x v yn) = (XA F(Ly, o, yn)) V(X A F(O, 31,5 i)

Zbior {V, \,—} jest funkcjonalnie petny.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Nastepujace systemy sa funkcjonalnie petne.
. {\/7 _'}



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Rozwazmy jezyk zbudowany z formut atomowych przy pomocy spéjnikéw {V, A, —}.

« Literafem nazywamy kazda zmienna lub jej zaprzeczenie.

Klauzula nazywamy alternatywe literatéw.

Formuta jest w koniunkcyjnej postaci normalnej gdy jest koniunkcja klauzul.

» Oznaczamy przez [ klauzule pusta.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Dla kazdej formufy istnieje (efektywnie) réwnowazna formuta w postaci normalnej



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Zbiér klauzul K jest spetnialny przez wartosciowanie v gdy kazda klauzula tego zbioru
Jjest spetnialna przez v.

Dla kazdej formufy istnieje (efektywnie) skoriczony zbiér klauzul, ktéry jest spetniony
przez te i tylko te wartosciowania ktdre spetniaja formufe.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Sprawdzanie niespetnialnosci formut.

Rezolwentg dwéch klauzul
G=xVyV...Vy,

G=—xVzV...Vz

nazywamy klauzule y2 V...V ya, V21 V...V z

Jezeli klauzule Cy, C; sa spefnione przez wartosciowanie v to kazda rezolwenta klauzul
C1, G tez.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Dowodem dla zbioru klauzul K jest ciag klauzul Cy, ..., C, taki, ze kazda klauzula tego
dowodu jest badz elementem zbioru klauzul K badz jest otrzymana jako rezolwenta z
klauzul wezesniejszych w dowodzie. Ostatnig klauzula C,, dowodu jest (.

Jezeli istnieje dowdd dla zbioru klauzul K to zbiér ten jest niespetnialny.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Jezeli zbioru klauzul jest niespetnialny to ma dowdd.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Input: formuta ¢
Output: Ocena czy ¢ jest tautologia.
Algorytm: ....



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Wejscie: Dana jest formuta.
Problem: Czy jest ona spetnialna 7

Status problemu: Nie wiadomo czy istnieje algorytm, ktdry rozwigzuje SAT w czasie
wielomianowym.


https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

SAT jest pierwszym znanym problemem NP- zupetnym. Dowéd tego pochodzi od
Stephen Cook, University of Toronto in 1971 i niezaleznie przez Leonid Levin w 1973.

Stephen Cook, University of Toronto, zdjecie z 1968 roku
Problem czy P = NP jest pierwszym problemem milenijnym _2000 rok .

Problemy Hilberta 1900 rok .



https://pl.wikipedia.org/wiki/Problemy_milenijne
https://pl.wikipedia.org/wiki/Problemy_Hilberta
https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Rozwazamy formuty zbudowane ze zmiennych zdaniowych przy pomocy implikacji i
negacji Schematy aksjomatéw: Dla dowolnych formut A, B, C aksjomatami sa:

& A= (B= A
e (A=(B=0)=(A=B)=(A=0))
& (WA=B)=((-A=-B)=A)

A A= B
B

(modus ponens)



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

_ﬁ

Dowodem formufy A jest skoniczony ciag formut Ai, ..., A, o takiej wiasnosci ze:

* A, jest formuta A

« dla kazdego i < n formuta A; jest aksjomatem lub daje sie oderwac z
wczesniejszych wyrazéw tego ciagu to znaczy istnieja takie j, k < i ze formufa Ay
Jest postaci A; = A;.

Przyktadowy dowéd aksjomatyczny formuty A = A.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

(O niesprzecznosci) Kazda formuta dowodliwa jest tautologia.

(O petnosci Emil Leon Post (1921)) Kazda tautologia ma dowdd.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

Jezyk: rachunek zdan jedynie z implikacja —. I

Udowodni¢ implikacje A — B to znaczy znalez¢ funkcje f (obliczalna), ktéra
przeksztafci kazdy dowéd formuty A na dowdd formuty B.



https://marekzaionc.staff.tcs.uj.edu.pl/STUDENCI/MFI2023_24/

s A A

+ A= (B— A
*(A=-(B—-C)—=(A—-B)—(A—-()
s (A=A —-A)—A

(A—=B)—A) — A \
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